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PREFAZIONE 


« Abstract diseovery in Science is 
« thè true foundation upon which thè 
« superstructur of modern civilization 
<n is built. » 

Platfair, Address, Aberdeen, 1885. 


Nel presente lavoro espongo la teoria degli organi meccanici im¬ 
piegati nelle svariatissime macchine dell’industria moderna; ed 
esamino anche qualche nuovo meccanismo non ancora applicato, sia 
perchè ritenuto fino ad ora di difficile esecuzione, sia per consuetudine, 
o per altri motivi. 

Non mi sono curato molto di sapere se un meccanismo è, o non è, 
pratico, se è frequentemente impiegato o poco; io mi occupai prin¬ 
cipalmente colla teoria scientifica degli organi meccanici, direi quasi, 
indipendentemente da ogni idea della loro applicabilità. Sembrami 
che se fino ad oggi taluni meccanismi non hanno avuta applicazione, 
potranno trovarla in avvenire ; ed in proposito ricordo le auree parole 
di Gergonne: « une nation qui ne cultiverait les Sciences que sous 
« l’unique point de vue de leurs applications pratiques et immé- 
« diates, et de leurs resultata matériels, ne saurait se tìatter de les 
« voir longtemps fleurir au milieu d’elle ». 

L’essenziale si è che il costruttore di una macchina abbia una 
conoscenza possibilmente completa degli svariatissimi meccanismi. 

Nelle dimostrazioni, dove ho potuto, ho sempre preferito il metodo 
puramente geometrico, anziché ricorrere all’analisi. Così i ragiona¬ 
menti riescono più chiari ed evidenti; le idee si percepiscono molto 
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meglio, si scoprono più intimamente le mutue loro relazioni. In tal 
modo posso sperare di riuscire accessibile anche a coloro che aves¬ 
sero poca famigliarità coll’analisi, e di servire di guida pratica ai 
costruttori di macchine. 

Ho dato un bando a tutte quelle regole empiriche le quali non 
hanno un fondamento scientifico, e che sono ancora troppo frequen¬ 
temente usate negli opifici. 

Oggi più che mai la scienza delle macchine deve fondarsi sulla 
più rigorosa teoria, stante la raffinatezza e precisione che si esige 
nella loro costruzione. 

Ho consultato le opere di Giulio 1 11 , Cavalli 2 , Willis 3 , Goodeve 4 , 
Kennedy 5 , Laboulaye 6 , Belanger 7 , Haton de la Goupillière 8 , Bour fl , 
Mannheim 10 , Redtenbacher n , Reuleaux 1S , Grashof 13 , Schoenflies !4 , 
ed in particolar modo quella in corso di stampa di Burmester 15 . 

Sembrami superfluo parlare qui della somma importanza della 
materia che mi sono proposto di trattare. 

Basta riflettere che quando un ingegnere ha da comporre una 
macchina, deve anzitutto studiare il meccanismo e la più acconcia 
disposizione di esso; assicurarsi della perfetta regolarità del moto 
dei singoli pezzi della medesima. Solamente dopo questo studio 


1 Elementi di Cinematica applicata alle arti. Torino, 1854. 

2 Elementi di Cinematica teorica. Milano, 1832. 

8 l'rinciples of Mechanism. London, 1841. 

4 The elements of Mechanism. London, 1876. 

5 The Mechanics of Machinery. London, 1886. 

6 Traitè de Cinèmatique. Paris, 1849. 

7 Traitè de Cinèmatique. Paris, 1864. 

• Traitè des Mécanismes. Paris, 1864. 

9 Cours de Mècanique et des Machines. Paris, 1865-74. 

10 Cours de Géométrie descriptive contenanl les èlèments de la Geometrie 
Cinèmatique. Paris, 1880. 

11 Die beweguns mechanismen. Heidelberg. 

12 Theoretische Kinematik. Braunschweig, 1875. Quest'opera venne tradotta 
dal chiarissimo Prof. G. Colombo. 

13 Theoretische Maschinenlehre. Leipzig, 1872. 

14 Geometrie der Bewcgung. Leipzig, 1886. 

15 Lehrbuch der Kinematik. 1 Band. Leipzig, 1888. 
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preliminare cinematico della macchina, potrà passare efficacemente 
alla considerazione delle altre quistioni attinenti ad essa, cioè sulla 
forza motrice capace di mantenerla in moto; l’esame delle resistenze 
passive; il calcolo del rendimento e delle dimensioni da darsi ai 
singoli pezzi per la dovuta stabilità. 

Oggi, per la grande diffusione delle macchine, per i perfezionamenti 
a cui andarono soggette, solo chi ha fatto uno studio cinematico di 
esse può trovarsi in grado di introdurre importanti innovazioni, le 
quali poi ridondano a beneficio della società, e costituiscono nuovi 
trionfi della scienza. 

Possa questo mio modesto lavoro invogliare altri a tal genere di 
studi, tanto negletti da noi, e tanto in fiore presso altre colte nazioni, 
ove si citano con plauso i nomi di Hooke, Watt, Stephenson, Peau- 
cellier, Liptkin, Corliss, Hart, Kempe, Oldham, Rankine, Roberts, 
Sylvester, Holditsch, Tchebicheff, Allan, Blaha, Eades, Evans, Fer¬ 
guson, Gooch, Hensinger von Waldegg, Zeuner, Reuleaux, Bellermann, 
Burmester, e tanti altri. 

Mettiamoci ancora noi con ardore in questo fecondo campo di studi, 
ove resta ancora tanto da raccogliere. 

Raccomando caldamente allo studioso di eseguire accuratamente in 
scala grande tutte le costruzioni indicate nel testo, perchè sola¬ 
mente in tal modo esso potrà penetrare bene addentro nello spirito 
della Cinematica. 

Sento il dovere di ringraziare pubblicamente dal mio più profondo 
del cuore l’illustre Senatore Comm. Gaspare Gorresio, impareggiabile 
Prefetto di codesta R. Biblioteca Nazionale, per tutti gli aiuti che 
con somma gentilezza mi offerse nelle mie indagini bibliografiche. 

Torino, 5 Novembre 1889. 


D. Tessari. 










INTRODUZIONE 


La Cinematica è la scienza che ha per oggetto lo studio del moto 
indipendentemente dalle forze che lo producono. Questa denomina¬ 
zione, introdotta da Ampère (1), deriva dalla parola greca Kivrma, 
che significa movimento. 

Noi ci proponiamo di studiare le leggi del moto nelle macchine 
dal punto di vista cinematico. Sotto questo aspetto la macchina può 
considerarsi come un complesso di corpi, combinati in guisa, che 
quando uno di essi vien messo in movimento, tutti gli altri acqui¬ 
stano determinati movimenti allo scopo di ottenere un dato lavoro 
od altro effetto (2). 

Per mettere e mantenere in movimento quel primo corpo è ne¬ 
cessaria una forza motrice, che noi non possiamo in alcun modo creare, 
ma che ci viene somministrata dalla natura. Il corpo che riceve l’a¬ 
zione della forza motrice dicesi il primo mobile od anche ricevitore. 
L’ultimo corpo costretto a muoversi nel modo voluto, per cui risulta 
capace di compiere 1’ effetto che si vuol ottenere dalla macchina, è 
detto ultimo mobile, operatore , od anche strumento. 

11 moto del ricevitore è trasmesso all’ultimo mobile col mezzo di 
corpi intermediari, che possono essere in un numero maggiore, o 


(1) Essai sur la philosophie des Sciences, 1834. 

(2) 11 Kennedy dà la seguente bellissima definizione: « A machine may be 
defined to be a combination of resistant bodies whose relative motions are 
completely constrained, and by means of wich thè naturai energies at our 
disposai may be transformed into any special form of work ». Mechanics of 
Machinery, pag. 2. 

Tessa ri, Cinématica. \ 
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minore, secondo la complicazione della macchina. L’insieme di tutti 
questi corpi costituisce ciò che si chiama il meccanismo od anche la 
trasmissione. I vari pezzi componenti il meccanismo debbono essere 
collegati in guisa, che conosciuto il moto di uno di essi, riesca pie¬ 
namente e rigorosamente determinato il moto di tutti gli altri. Talché 
deve essere sempre possibile il determinare le leggi di tutti codesti 
moti, dato il moto di uno di essi. 

Qualcuno ha osservato che in talune macchine manca l’ultimo 
mobile. Ma l’obbiezione non regge, perchè se mancasse l’ultimo mo¬ 
bile, mancherebbe altresì lo scopo della macchina. Per convincersi che 
l’ultimo mobile non può mai mancare nelle macchine, noi possiamo 
distinguerle in tre grandi categorie; cioè: 1° macchine motrici; 2° tras¬ 
formatrici od operatrici; e 3° trasportatrici. 

Le macchine motrici servono a raccogliere e modificare la forza 
motrice per trasmetterla generalmente ad un albero, che vien posto 
così in moto rotatorio, il quale viene utilizzato per mettere iu moto 
altre macchine. Quest’albero è l’ultimo mobile della motrice. 

Nelle macchine trasformatrici, od operatrici, lo strumento è ma¬ 
nifestamente visibile. È quello che eseguisce il lavoro. Talvolta in 
queste macchine in luogo di un ultimo mobile propriamente detto, 
vi ha una serie di pezzi destinati a compiere or l’uno or l’altro la¬ 
voro parziale. E l’oggetto che si vuol trasformare passando successi¬ 
vamente ed automaticamente sotto l’azione di tutti questi pezzi, esce 
completo, foggiato come si aveva in vista. Esempii notevoli di queste 
macchine sono le macchine per fare le viti e le sigarette. 

Nelle macchine trasportatrici infine, esiste pure T ultimo mobile. 
Così ad es. nei battelli a vapore l’ultimo mobile è l’elica, oppure le 
ruote a palmette che agiscono entro l’acqua. Da questa azione ne 
risulta il moto del battello che è appunto l’effètto che si vuole ot¬ 
tenere. Nelle locomotive, l’ultimo mobile è formato dalle ruote ac¬ 
coppiate della medesima, le quali per la loro aderenza sulle rotaje, 
cagionano il moto della locomotiva unitamente ai vagoni. Nelle gru, 
l’ultimo mobile è la catena, che col suo moto determina il solleva¬ 
mento del carico, che è l’effetto che si vuole ottenere. Nell’orologio, 
l’ultimo mobile è formato dalle lancette, che col loro moto segnano il 
tempo trascorso, scopo del medesimo. E così via dicendo. 

Lo studio del moto dei singoli pezzi costituenti il meccanismo, la 
loro esatta costruzione, e la più acconcia disposizione di essi, forme¬ 
ranno l’oggetto speciale della nostra trattazione. 11 meccanismo può 
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essere più o meno complicato, ma esso è sempre decomponibile in 
un certo numero assai limitato di parti elementari, di forme simili, 
le iiuali entrano ripetutamente e diversamente combinate nelle varie 
macchine. Queste parti elementari diconsi organi meccanici od anche 
meccanismi semplici. 

Ogni organo meccanico consta almeno di due pezzi obbligati a 
muoversi in un determinato modo, l'uno che imprime il moto, e che 
perciò dicesi il pezzo conduttore o tnovente, l’altro elio lo riceve, e 
che chiamasi il pezzo condotto o cedente. 11 movente può agire di¬ 
rettamente sul cedente, ed allora si dice che l’azione è immediata. 
Così se un disco A (Fig. 2) girevole intorno 1’ asse a, spinge una 
stanga B, girevole intorno un asse b, l’azione è immediata. Quando 
invece fra il movente ed il cedente vi ha un pezzo intermedio che 
collega il primo al secondo, si dice che 1* azione è mediata. Così 
quando due bracci A, B (Fig. 4), girevoli intorno gli assi a, b, sono 
collegati alle loro estremità a cerniera mediante una sbarra C, l’a¬ 
zione è mediata, perchè la rotazione del braccio A è trasmessa al 
braccio B col mezzo della sbarra C. 

Per uno studio completo degli organi meccanici ognuno comprende 
di quanta importanza sia una razionale classificazione dei medesimi. 

A tale intento vennero proposte da varii autori diverse classifica¬ 
zioni, più o meno difettose, e che perciò crediamo inutile di qui 
menzionare. Accenneremo solamente alle due classificazioni proposte da 
Willis e da Monge, come quelle che furono maggiormente adottate 
dagli scrittori di questa materia. 

La classificazione proposta da Robert Willis (1), vero fondatore di 
questi studi, è basata sul vario modo d’ azione con cui avviene la 
trasmissione del moto. Ora codesta trasmissione può avvenire, come 
si disse: 1° per azione immediata; 2“ per azione mediata. Nel primo 
caso fra i due pezzi movente e cedente vi può essere un puro con¬ 
tatto di sviluppo, oppure di scorrimento. Nel secondo caso, l’elemento 
che congiunge i due pezzi principali, può essere formato da funi, da 
sbarre od anche da fluidi. In ciascuno dei due casi devesi ancora 
distinguere se il moto è progressivo od alternativo, e di più se il 
rapporto delle velocità fra i due pezzi è costante o variabile. In base 
a tutte codeste considerazioni Willis ha fondato la sua classificazione. 


(1) Principles of Mechanism. London, 1841. 
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Ma vedremo nel corso dell'opera che questa non è, nè la più semplice, 
nè la più conveniente. 

La classificazione proposta da Gaspare Monge, alla fine del secolo 
scorso (1794), ed accolta molto favorevolmente dai suoi discepoli, è 
fondata sulla natura della trasformazione dei moti. 1 singoli pezzi 
componenti il meccanismo possono avere uno qualunque dei 12 moti 

i uniforme 
I variabile 

I uniforme 
variabile 

| uniforme 
j variabile 

I uniforme 
variabile 

I uniforme 
variabile 
/ uniforme 
I variabile 

Ora uno qualunque di questi 12 moti, può trasformarsi in un altro 
qualunque dei moti medesimi. Così ad esempio si potrebbe richiedere 
la trasformazione del moto rettilineo alternativo in circolare continuo; 
oppure del moto circolare continuo in circolare alternativo, e così di 
seguito. 

Per tal modo esisterebbero 144 differenti trasformazioni di moto. 
Questa classificazione, molto bella e seducente a primo aspetto, 
presenta dei gravi difetti ed inconvenienti, che riconosceremo meglio 
in seguito, per cui non venne accolta neppure da Willis. 


caratterizzati nella seguente tavola sinottica: 


Moto rettilineo . . . ‘. 


Moto circolare . 


continuo 


alternativo 


continuo 


alternativo 


continuo 


Moto curvilineo qualunque \ 


alternativo 
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La classificazione più conveniente è fondata sulla peculiare strut¬ 
tura dell'organo meccanico. 

Tutti i meccanismi che vediamo impiegati nelle macchine e negli 
opifici, possono dividersi in un piccolissimo numero di organi mec¬ 
canici essenzialmente differenti, che costituiscono tanti tipi distinti. 

Esaminando attentamente tutti gli organi meccanici usati sin qui, 
noi scorgiamo in primo luogo un tipo formato da ruote dentate. La 
figura 1“ ce ne dà una idea. I denti di una ruota penetrano nelle 
cavità dell’altra, e reciprocamente, per cui quando una di esse gira 
intorno al proprio asse, obbliga anche l’altra a girare intorno al pro¬ 
prio asse. Si ottiene così la trasmissione della rotazione da un asse 
all’altro. Tutti gli organi meccanici, consimili a questo, costituiscono 
un gruppo speciale che chiamasi ingranaggi. 

In secondo luogo scorgeremo un tipo essenzialmente differente dal 
predetto, che vedesi rappresentato nella figura 2*. Esso è costituito 
da un disco A, girevole intorno l’asse a, il quale, mentre gira, co¬ 
munica il moto ad una sbarra B, girevole intorno l’asse b. Gli or¬ 
gani meccanici consimili a questo costituiscono un gruppo, che per 
la forma del movente dicesi eccentrici. 

La Fig. 3 rappresenta un altro tipo a sè. Esso è formato da 
una vite V, invitata nella sua madrevite, o chiocciola C. La vite 
non può avere che un moto rotatorio intorno al proprio asse, la chioc¬ 
ciola non può muoversi che di moto progressivo col mezzo di appo¬ 
site guide. Ora se la vite ruota intorno al suo asse, obbliga la chioc¬ 
ciola a muoversi di moto progressivo. Gli organi meccanici formati 
da viti con le rispettive chiocciole, comunque combinate tra loro, 
diconsi viti. 

La Fig. 4 ci dà un esempio di un altro gruppo di organi mec¬ 
canici. Esso è formato da due bracci, A, B, girevoli rispettivamente 
intorno ai due assi a, b. Alle loro estremità è congiunta a cerniera, 
o come dicesi articolata, una sbarra rigida C. Quando uno dei bracci 
gira intorno al proprio asse, anche l’altro, per via della sbarra inter¬ 
posta, ò obbligato a girare intorno al proprio asse. In luogo di una 
sola sbarra ve ne possono essere parecchie, ma ciò non altera il ca¬ 
rattere speciale di questi organi meccanici, che diconsi sistemi ar¬ 
ticolati. 

Vi ha un quinto gruppo di organi meccanici, nei quali, come ele¬ 
mento trasmettitore «lei moto, vengono impiegate funi, catene, cinghie, 
coregge, insomraa parti flessibili. La figura 5 a ce ne dà una idea co- 
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munissima. Componesi di due dischi circolari A, B, girevoli rispet¬ 
tivamente intorno ai loro assi a, b, e di una fune senza fine, suffi¬ 
cientemente tesa ed abbracciante i due dischi. Quando uno di essi 
gira intorno al proprio asse, trascina seco la fune, la quale a sua volta 
comunica il movimento al secondo disco, e lo obbliga così a girare 
intorno al proprio asse. Questi organi meccanici e tutti gli altri 
consimili, nei quali il movimento viene trasmesso col mezzo di parti 
flessibili, costituisce un gruppo speciale, diverso dai precedenti, e 
che chiameremo sistemi flessibili. 

Come elemento intermediario fra il movente ed il cedente s’im¬ 
piega talvolta un fluido, o liquido o aeriforme. Il torchio idraulico 
ne è un esempio assai famigliare. Questi organi meccanici si possono 
denominare sistemi fluidi. 

Continuando il nostro esame noi vedremo che tutti gli altri organi 
meccanici possono essere compresi in uno dei sei gruppi distinti, sin 
qui considerati, oppure risultano formati dall’unione di due, o più, 
di questi organi, che perciò chiameremo meccanismi composti. Per¬ 
tanto riassumendo, potremo dividere tutti gli organi meccanici nei 
seguenti sette gruppi: 1° Ingranaggi; 2° Eccentrici ; 8° Viti; 4° Si¬ 
stemi articolati; 5° Sistemi flessibili; 6° Sistemi fluidi; 7° Mecca¬ 
nismi composti. Tale è la classificazione che adoreremo in questa 
Opera. 

Vediamo alcuni vantaggi che presenta la proposta classificazione, 
in confronto alle altre due sopra accennate di Monge e di Willis. 

Prima di tutto con essa potremo studiare di seguito i 6 gruppi 
d’organi meccanici semplici come li abbiamo divisi, esaminando tutte 
le differenti trasformazioni di moto che si possono effettuare mediante 
essi. Mentre invece colle altre due classificazioni siamo costretti di 
interrompere continuamente la trattazione dei singoli gruppi, ed esa¬ 
minare contemporaneamente organi meccanici di struttura totalmente 
diversa, unicamente perchè con essi si possono ottenere le medesime 
trasformazioni di moto. Così a cagion d’esempio, adottando la clas¬ 
sificazione di Monge , quando si studia la trasformazione del moto 
rotatorio continuo in un altro pure rotatorio continuo, dobbiamo esa¬ 
minare contemporaneamente gli ingranaggi, i sistemi flessibili ed i 
sistemi articolati, perchè con essi si può effettuare la nominata tras¬ 
formazione di moto. Lo stesso dicasi per tutte le altre trasforma¬ 
zioni di moto. Talché saremo costretti di esporre la teoria degli or¬ 
gani semplici in frammenti sparsi in parti diverse a seconda della 
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trasformazione che si avrà da esaminare. Da ciò ne nasce una de¬ 
plorevole confusione. Inoltre colla classificazione di Monge alcune 
trasformazioni di moto non si possono effettuare praticamente che 
combinando opportunamente due o più organi meccanici semplici. 
Talché saremo costretti di esaminare dei meccanismi composti prima 
di avere data una completa teoria degli organi meccanici semplici. 

Colla classificazione di Willis, debbono essere compresi in una sola 
classe organi meccanici di struttura affatto differente. Così,ad esempio, 
fra gli organi meccanici ad azione immediata e per scorrimento deb- 
bonsi collocare gli ingranaggi, gli eccentrici e le viti, che sono tra 
loro essonzialmente distinti. Inoltre se fra le due ruote principali di un 
ingranaggio inseriamo una terza ruota, per ciò solo si cambierebbe 
la classe, perchè invece dell’ azione immediata si avrebbe l’azione 
mediata e si entrerebbe in un’altra classe. Secondo la nostra classi¬ 
ficazione invece si resta ancora nel gruppo degl’ ingranaggi, interpo¬ 
nendo fra le due ruote principali quante altre ruote intermedie si 
vogliano. 

Ciò basta, crediamo, a rendere manifesta la convenienza ed utilità 
della classificazione che abbiamo proposta. 

Divideremo T Opera in due parti. Nella prima esporremo quelle 
nozioni più importanti di Cinematica che verranno in seguito ap¬ 
plicate, e che debbono essere perfettamente conosciute dal lettore, per 
la completa intelligenza della teoria dei meccanismi, perchè la Cine¬ 
matica è la fonte di tutte le invenzioni meccaniche. 

Nella seconda parte tratteremo particolareggiatamente degli organi 
meccanici, seguendo la classificazione sopra accennata. Studieremo 
minutamente le leggi del moto di tutti questi organi; tutte le trasfor¬ 
mazioni di moto che con essi si possono ottenere ; le curve e le su¬ 
perficie secondo le quali debbono essere foggiate le singole loro parti, 
onde ottenere i desiderati movimenti; e tutte quelle proprietà, che 
più giova di conoscere, per la loro esatta e rigorosa costruzione. 



PARTE PRIMA 


Premesse di Cinematica. 


Capitolo I. 

Del moto di un punto. 

1. 11 moto è un continuo e successivo cambiamento di luogo. 

11 moto presuppone due concetti fondamentali della natura, cioè: 

10 spazio ed il tempo. Infatti il mobile deve muoversi nello spazio, 
e deve impiegare un certo tempo per passare da una posizione in 
un’altra. Il cangiamento di luogo si percepisce, riferendo il mobile 
a tre piani coordinati supposti fissi nello spazio, come si usa nella 
Geometria analitica, e notandone le variazioni. 

11 tempo si misura mediante appositi strumenti, come l’orologio, 

11 cronometro, il gnomone, la clepsidra ecc. 

Prima d’intraprendere lo studio del moto di un corpo giova trat¬ 
tare del moto di un punto. 

2. Un punto che si muove descrive una linea nello spazio che 
dicesi la traiettoria di quel punto. La traiettoria può essere retti¬ 
linea o curvilinea; in quest’ultimo caso può essere una linea piana, 
oppure una linea a doppia curvatura, ossia gobba. 

Quando la trajettoria è rettilinea, la direzione del moto è sempre 
la stessa, e coincide con essa retta. Quando la trajettoria è curvilinea, 
la direzione del moto cangia continuamente, e coincide in ogni istante 
colla tangente alla trajettoria nel punto che si considera. 

3. Il moto di un punto sulla trajettoria può effettuarsi o per 
un verso, o pel verso contrario. Diremo positivo l’uno, negativo l’altro. 
Prenderemo per verso positivo il moto da sinistra a destra. 

Quando il punto muovesi costantemente per lo stesso verso il moto 
dicesi progressivo. Quando si muove ora per un verso, ed ora per il 
verso contrario, il moto dicesi alternativo, come ad es. nel pendolo. 
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Il moto intermittente è una continua successione di moto e quiete. 
Le lancette degli orologi si muovono di moto intermittente. 

4. Perchè il movimento di un punto sia perfettamente determinato, 
è d'uopo sapere in qual modo esso si muove lungo la traiettoria; 
vale a dire, in quali tempi ossia istanti, il mobile passerà pei dif¬ 
ferenti punti della data traiettoria; ed in qual punto della traiet¬ 
toria si troverà dopo trascorso un tempo qualunque. Tutto questo 
costituisce ciò che si chiama la legge del moto. 

Supponiamo ad es. che un punto si muova lungo la traiettoria MN 
(Fi". 0), e che in un dato istante esso si trovi in A; dopo trascorso 
un certo tempo esso passi in B, dopo un altro tempo si trovi in C, 
e così di seguito. 

Conoscendo le lunghezze AB, AC, AD ecc., descritte nei dati tempi 
successivi e quindi anche le posizioni occupate da esso punto sulla 
traiettoria in qualunque dato tempo, diremo che è nota la legge 
colla quale si muove quel punto, o più brevemente, che è nota la 
legge del moto. 

5. Per determinare bene la posizione di un punto che muovesi 
sulla traiettoria, lo riferiremo ad un punto fisso, scelto conveniente¬ 
mente sulla traiettoria, come ad es. 0, che chiamasi origine. Se il 
mobile in un dato tempo qualunque trovasi ad es. in D, la sua po¬ 
sizione è determinata dalla lunghezza dell’ arco OD di trajettoria, 
cho dicesi distanza dall'origine , o semplicemente distanza. 

Se al principio del tempo, o come si dice all’origine del tempo, 
il punto mobile trovasi in A, l’arco OA dicesi distanza iniziale. 

Se il mobile continuando il suo moto per il verso positivo giunge 
fino al punto N, e dopo retrocede, muovendosi pel verso negativo, il 
punto N dicesi punto limite. In questo moto pel verso negativo il 
mobile passa successivamente per i punti prima percorsi. Se in un 
certo tempo il mobile giunge all’origine 0, diremo che a tal tempo 
corrisponde la distanza zero. Se il mobile continuando il suo moto 
pel verso negativo giunge in M, diremo che la sua distanza è — OM. 
Se il mobile giunto in M cangia il suo verso, e ritorna a muoversi 
pel verso positivo, il punto M dicesi pure punto limite. 

In questo successivo moto pel verso positivo, il mobile ripasserà 
per i punti precedentemente percorsi, ed in un dato tempo ritornerà 
all’origine; in un altro tempo successivo ritornerà in A, e così di 
seguito. 

6. Da tutto ciò possiamo concludere, che la posizione occupata 
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dai punto mobile sulla trajettoria, ossia la sua distanza dall’origine 0, 
è una funzione monodroma e continua del tempo trascorso. Notando 
sempre con t il tempo trascorso, e con s la corrispondente distanza 
del mobile dall’origine fissa 0, potremo dire che la legge del movi¬ 
mento sarà conosciuta, quando sapremo esprimere la distanza s in 
funzione del tempo t; quindi il moto di un punto sopra la sua tra¬ 
jettoria, qualunque essa sia, si esprimerà in generale mediante l’e¬ 
quazione: 

In cui la f rappresenta una funzione monodroma e continua qua¬ 
lunque. Tutte le proprietà e le leggi a cui ubbidisce quel punto nel 
suo movimento si deducono dalla natura particolare della funzione 
indicata con f. 

Il più delle volte si fa coincidere T origine delle distanze colla 
posizione iniziale che ha il mobile al principio del tempo, cioè alla 
origine del tempo. In tal caso, per t — o, si ha pure s = o. 

7. Bisogna guardarsi bene di non scambiare il concetto di strada 
percorsa, o spazio descritto, col concetto di distanza dall’ origine. 
Poiché se il moto è progressivo, allora la strada percorsa dà anche 
la distanza dall’origine. Ma se il moto è alternativo non sussiste più 
ciò, ed in tal caso, altro è strada realmente percorsa, altro è distanza. 
Nel momento del ritorno verso l’origine, le distanze diminuiscono al 
crescere del tempo, mentre lo spazio realmente percorso cresce col 
tempo. 

8. Esamineremo ora alcuni moti speciali assai importanti per 
le nostre future ricerche. 

Supponiamo che la sopradetta funzione sia la più semplice di tutte, 
cioè: 

s = v.t .(1) 

in cui v rappresenta una costante qualunque. La equazione (1) dice 
che lo spazio percorso è proporzionale al tempo trascorso, e che le 
distanze dall’origine crescono proporzionalmente al tempo. Per cui in 
un tempo doppio, triplo, quadruplo ecc. lo spazio descritto sarà 
doppio, triplo, quadruplo ecc., di quello descritto nell’unità di tempo. 
Inoltre che gli spazi parziali descritti in tempi uguali sono uguali. 

Tale moto dicesi equabile od uniforme. 

9. Facendo nell’equazione (1), t = 1, si ha s = v; dunque la 
costante v è lo spazio descritto nell’unità di tempo. Il moto uniforme 
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sa rà tanto più rapido, celere, quanto più grande sarà la costante v; 
p 6 r con tro sarà tanto più lento quanto minore sarà la costante v. 

La costante v nel moto uniforme, che indica la maggiore o minore 
rapidità del moto, dicesi la velocità. Noi la designeremo general¬ 
mente colla lettera v. Possiamo dunque dire che nel moto uniforme 
la velocità è costante. 

10. Dalla equazione (1) ricaviamo le due equazioni: 

t = -ì- .(2); »=-f-.(3). 

La (2) dice che nel moto uniforme il tempo è uguale al rapporto 
della strada percorsa alla velocità, e serve a calcolare il tempo, quando 
sia nota la strada percorsa, e la velocità. La forinola (3) esprime 
che nel moto uniforme, la velocità è uguale al rapporto della strada 
percorsa al tempo impiegato a percorrerla: e serve a calcolare la ve¬ 
locità quando sia nota la strada ed il tempo impiegato a percorrerla. 

11. Facciamo un esempio del moto circolare uniforme. 

Supponiamo che un punto descriva con moto uniforme la circon¬ 
ferenza di raggio r. Sia 0 l’origine delle distanze, e supponiamo che 
all’origine del tempo il punto si trovi in 0. L’equazione s = v . t ci 
dice che il punto si allontana dall’origine in proporzione del tempo 
trascorso. 

Il tempo necessario a compiere una rivoluzione completa è dato 
dalla forinola (2), in cui per s dovrà porsi la strada percorsa, cioè: 
2 tt r; quindi: 

_2 ur 

T — • 

v 

Se si volesse che la rivoluzione completa del punto durasse un 
dato tempo t, si troverebbe la velocità corrispondente colla forinola (3), 
e sarebbe: 

2irr 
v ( 

12. La formola (1) esprime che al principio del moto, il mobile 
trovasi nell’origine, poiché per t = o, si ha pure s — o. 

Ma potrebbe darsi che al principio del tempo, cioè quando s’inco¬ 
mincia a contare il tempo, il mobile si trovasse ad una distanza a 
dall’origine. Allora la relazione che esprime questo moto è: 

s — a±vt. 

Questa è la formola generale del moto uniforme. 
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Quando si ritiene il segno positivo, il punto si scosta continuamente 
dall' origine pel verso positivo. 

Quando si ritiene il segno negativo, il punto si avvicina all’ ori¬ 
gine, e la raggiunge nel tempo: tf=— ; dopo il qual tempo esso 
si allontana continuamente pel verso negativo. 

13. Passiamo ad esaminare il moto la cui legge è espressa dal¬ 
l’equazione : 

s = c. t s .(4) 

in cui c è una costante qualunque. 

Da questa forinola si deduce che le distanze dall’origine, ed anche 
gli spazi, crescono in ragione dei quadrati dei tempi; vale a dire 
che in un tempo doppio, triplo, quadruplo ecc., gli spazi sono 4, 9, 
16 ecc. volte Io spazio descritto nell’unità di tempo. 

14. Gli spazi parziali descritti nelle successive unità di tempo 
stanno fra loro come la serie dei numeri dispari successivi 1, 3, 5, 7... 

Infatti gli spazi descritti dopo la prima, la seconda, la terza ecc. 
unità di tempo, che indicheremo con s„ s 2 , s 3 ecc., sono dati per la 
forinola (4) dalle espressioni: 

Sj=c; s 2 = 4.c; s 3 = 9.c; s + = 16.c, ecc. 

Quindi indicando con b v b 2 , b 3 , b 4 ecc. gli spazi parziali de¬ 
scritti nelle successive unità di tempo, si avranno: 

b, =Sj =c 

b 2 = s 2 — s 1 —4 c — c = 3 . c 
b 3 = s 3 — Sj = 9c — 4c = 5 . c 
ò 4 = s 4 — s 3 = 16c — 9 c = 7 . c 
ecc. ecc. 

Dunque gli spazi parziali crescono come i numeri dispari 1, 3, 
5, 7 ecc., come si è asserito. 

Il moto che ha codeste proprietà, si denomina moto uniformemente 
accelerato. Quanto più grande è la costante c, tanto più accelerato 
è il moto. Sono esempi notevoli di questo moto la caduta libera dei 
gravi, o per i piani inclinati (prescindendo dall’attrito), le cui leggi 
furono scoperte da Galileo. 

15. Dalle cose dette s’inferisce che nel moto uniformemente acce¬ 
lerato , la velocità del mobile va continuamente crescendo in ogni 
istante successivo, poiché gli spazi parziali descritti nelle successive 
unità di tempo crescono ognora più. 
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Dunque quando si parla di velocità, sia nel moto uniformemente 
accelerato, come in qualunque altro moto, che non sia uniforme, e 
che dicesi vario, devesi intendere una quantità continuamente variabile. 
Ter cui ad ogni tempo particolare, ossia in ogni istante, deve corri¬ 
spondere un diverso valore della velocità. Nasce quindi il problema 
importante di determinare questo valore per qualunque tempo, od in 
altri termini, di precisare il valore della velocità alla fine di un tempo 
qualunque. E siccome la velocità dipende dal tempo, il problema si 
riduce ad esprimere la velocità in funzione del tempo. Questa fun¬ 
zione deve essere continua, e perciò la velocità deve variare infinita¬ 
mente poco da un istante all’istante successivo. 

16. Per determinare la velocità del mobile alla fine del tempo 
t qualunque, possiamo supporre che il moto durante un tempuscolo 
infinitamente piccolo, successivo al tempo t, avvenga con moto uni¬ 
forme; per cui durante questo tempuscolo la velocità rimarrebbe co¬ 
stante. Questa ipotesi è tanto più ammessibile quanto più piccolo 
sarà il tempuscolo considerato. Indichiamo con d t il tempuscolo in¬ 
finitesimo, successivo al tempo t; con: ds la strada infinitesima per¬ 
corsa con moto uniforme, nel tempo dt. La velocità di questo moto 
uniforme, che denoteremo con v, si calcola colla nota formola (3), per 
cui si avrà: 


Ora l’espressione -jj non è altro che la derivata della funzione 

s=f (t), presa rispetto al tempo. Dunque: la velocità del mobile mi 
tempo t, è sempre espressa dalla derivata della funzione f, rapporto 
al tempo. 

In particolare quando tale funzione è la (4), cioè la s=ct 2 , la 
derivata è: 2et, quindi avremo: 

v=^ = 2ct .(G) 

Concludiamo da ciò che nel moto uniformemente accelerato la velo¬ 
cità è proporzionale al tempo trascorso; che quindi essa cresce in 
ragione del tempo, cioè al termine della prima unità di tempo, la 
velocità sarà espressa da 2c; al termine della seconda unità di tempo, 
la velocità sarà doppia =4 c, ecc. 

17. In luogo della funzione (4) consideriamo la seguente, più 
generale : 
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s = a -4 -bt-hct* .(7) 

in cui a, b, c sono costanti. 

Ponendo t—o, si ottiene: s=a. Ciò significa che la costante a è 
la distanza iniziale che il punto ha dall’ origine, al principio del 
tempo. 

È facile dimostrare che la equazione (7) esprime ancora un moto 
uniformemente accelerato. 

Infatti decomponiamo il tempo t, in due tempi che designeremo con li, 
e t. Pongasi quindi <=A-+-t. Sostituendo questo valore uella (7) 
si ha: 

s = a -f b (h ■+- t) -4- c (Ir -4- 2 h t -+- t s ) 
che si può scrivere, ordinando rapporto a: t. 

s = a -hbli -4- c/P -4- (b -4- 2 eh) t -4- ct 5 . 

Supponiamo che h sia scelto in modo che si abbia: 

. , b 

•ò + 2c/» = o; ossia « =-— . 

2 c 

Quindi la predetta diviene: 

2 b* b • 

s = a ---1---hCT 1 , 

4c 4c 

e riducendo: 

b ' ! 

s = a -— -4- c t 1 ; 

4c 

ponendo per maggior semplicità: 

b 2 

s — o-P -—=a 
4 c 

la equazione (7) cangiasi finalmente uella seguente : 

ff = CT’ 

che è l’equazione esprimente un moto uniformemente accelerato. 

18. La velocità nel moto uniformemente accelerato espresso dalla 
equazione (7), alla fine del tempo t qualunque, è data dalla for¬ 
inola (5). Quindi facendo la derivata della (7) rapporto al tempo si 
ottiene : 

v=^- = b + 2ct. 

che è il valore della velocità alla fine del tempo t. 

Da questa formola si deduce che la velocità cresce in proporzione 
del tempo trascorso. Ponendo in essa t—o, si ottiene v—b. Dunque 
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la costante b è la velocità iniziale che ha il mobile all’origine del 
tempo. 

19. Se all’origine del tempo il mobile coincide coH’origine delle 
distanze, la costanto a si riduce a zero, e la funzione (7) diviene : 

s — bt-hct 2 . 

Ora è molto importante il caso in cui la c nell’ ultima forinola 
è negativa, per cui si ha la equazione : 

s = bt — et 1 .(8) 

Facciamoci una chiara idea del moto espresso da codesta equazione. 

Inizialmente il mobile coincide coll’origine, poiché per t—o, anche 
s=o. Attribuendo a t i valori successivi 1, 2, 3, 4...: le distanze 
corrispondenti che denoteremo con s v s 2 , s 3 ... sono: 

Si — b — c 

s 2 = 2b — 4c 
s 3 = 3 b — 9 c 
s i — ih —16 . c 
ecc. ecc. 

Supponendo che le costanti b e c abbiano dati valori, col mezzo 
di queste espressioni potremo calcolare le successive distanze del 
mobile dall’origine. 

20. Gli spazi parziali descritti dal mobile nelle successive unità 
di tempo, che denoteremo con ò,, b 2 b 3 , ò 4 .... sono: 

b 1 =s l = b — c 
ò 2 — 5 g — S j — b 3 c 

ò 3 — Sg s 2 — b 5 c 

t >4 - s 4 Sg — b 7 c 

ecc. ecc. 

Per cui questi spazi parziali decrescono con la legge, che dalla 
costante b deve sottrarsi successivamente 1, 3, 5, 7.. . volte la co¬ 
stante c. Cioè precisamente il contrario di quanto avviene nel moto 
uniformemente accelerato, espresso dalla equazione : s—bt-^-ct 2 . Per 
tale motivo il moto considerato dicesi uniformemente , od equabil¬ 
mente, ritardato. 

Abbiamo esempi reali di questo moto, nel moto dei gravi lanciati 
verticalmente, 0 lungo piani inclinati, dal basso verso l’alto, prescin¬ 
dendo dalle resistenze d’attrito. 
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21. La velocità in codesto moto decresce continuamente, poiché 
gli spazi parziali successivi diminuiscono. 

Per trovare il valore della velocità in un istante qualunque si 

applica la formola generale (5). Per cui derivando la forinola ('8') 
risulta: ’ 

v=b — 2ct .(9) 

Quindi nel moto uniformemente ritardato la velocità del mobile 
va diminuendo in proporzione del tempo trascorso. 

22 Nel moto uniformemente ritardato deve venire un istante, 
in cui la velocità si annulla. Ciò accade quando : 

v = b — 2 ct = o 

da cui si ricava: 



Questo è il tempo nel quale dura il moto uniformemente ritardato 
e che dicesi il tempo deli andata. 

Lo spazio descritto dal mobile durante questo tempo, si calcola 
mediante la formola (8), sostituendo in essa, in luogo del tempo t 
il valore ora trovato, per cui si ottiene: 

__ _&«_ 

4 c 

Questa è la strada massima percorsa con moto uniformemente ri- 
tardato, che chiamasi la lunghezza dell 1 andata, 

23. Giunto il mobile nel punto limite della traiettoria, esso 
ritorna indietro, accostandosi all’origine. Poiché oltrepassato il tempo 

dell andata, che è: ^,la velocità diventa negativa, e la distanza dal¬ 
l’origine diminuisce. 

Infatti supponendo il tempo 


la equazione (9) dà: 

n = — 2cT ; 

e la equazione (8): 

s= TT- cT2 . (10) 

■^l a ~ic t! l a mass ^ ma distanza dall’origine che percorse il mobile 
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pel moto uniformemente ritardato, quindi le distanze nei tempi suc¬ 
cessivi debbono diminuire. 

24. La distanza data dall’ultima formola si annulla, ossia il 
mobile ritorna all’origine, quando è soddisfatta la equazione: 

h- 

s = - -cT* = o 

4 c 

Da cui si ricava: T = ^, che è il tempo necessario per passare dal 
punto limite all’origine. 

Ma, come abbiamo veduto, 2c è anche il tempo dell’andata. Dunque 

possiamo dire che il tempo dell’ andata è uguale al tempo che il 
mobile impiega a ritornare all’origine. 

25. Può vedersi facilmente che il ritorno del mobile avviene 
con moto uniformemente accelerato, poiché, trasportando l’origine, e po¬ 
nendola nel punto limite a cui è giunto il mobile pel moto prece¬ 
dente uniformemente ritardato, si ha dalla formola (10), denotando 
con s' le nuove distanze: 

s' = s - T~= —cT l 

4 c 

die esprime appunto un moto uniformemente accelerato pel verso ne¬ 
gativo. 

26. In modo analogo al precedente, noi potremo analizzare le 
leggi del moto espresso dalla equazione generale: 

s = ±a±biz£.ct 1 . 

Comunque si considerino i segni delle- costanti, essa rappresenta 
sempre un moto in parte uniformemente accelerato, ed in parte uni¬ 
formemente ritardato. Diremo questo moto uniformemente vario. 

Questa indagine però si può fare molto più facilmente col mezzo 
della rappresentazione grafica del moto, come si vedrà nel Capitolo 
seguente. 

27. Noi abbiamo assunto sin qui per f una funzione di primo 
e secondo grado rispotto al tempo, cioè alla variabile t. Ma potrebbesi 
prendere un’altra funzione qualunque continua, algebrica, o trascen¬ 
dente, della variabile i. Ognuna di queste funzioni esprimerebbe un 
determinato movimento, di cui si potrebbe, in modo consimile al 
precedente, indagare le leggi e proprietà ad esso relative. Ne risulta 
cosi una infinità di moti vari diversi. 

La velocità che ha il mobile in questi moti, varia continuamente 

Tessami, Ctnehiatioi. 
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al variare del tempo. Il valore della velocità alla fine del tempo t è 
sempre espresso, come si disse, dalla formola : 

ds 

dt 

28. In ogni caso, le leggi del moto si deducono facilmente dalla 
natura particolare della funzione che si vorrà considerare, qualunque 
sia la trajettoria descritta dal mobile. 

Supponiamo, ad es., che l’equazione del moto sia espressa dall’e¬ 
quazione: s=at 3 . 

Si scorge facilmente che in codesto moto gli spazi crescono come 
i cubi dei tempi. Inoltre gli spazi parziali descritti nelle successive 
unità di tempo, e che denoteremo come prima, con t>,, t> 2 , ò 3 ... sono: 

ò 1 = a; ò 2 = 7.a; b s = 19.a; t> 4 = 37a... 

Dunque essi crescono come i numeri 1, 7, 19, 37.... 

Derivando la proposta funzione rapporto al tempo si ottiene il va¬ 
lore della velocità, che è: 

v = = 3 at 1 . 

d t 

Dunque le velocità crescono come i quadrati dei tempi, ecc. ecc. 

29. Prendiamo ad esaminare un moto espresso da una funzione 
trascendente. Supponiamo che il moto di un punto costretto a muo¬ 
versi lungo una trajettoria qualunque, sia espresso dalla relazione: 

s = sen a t, 

in cui a rappresenta un angolo costante. 

Attribuendo al tempo t i valori successivi: 0, 1, 2, 3, ecc., e deno¬ 
tando con s 0 , Sj, s 2 , s 3 , ecc., le distanze del punto mobile dall’origine 
fissa, si avrà : 

s 0 = o 
= sen a 
s 2 — sen 2 a 
s 3 = sen 3 a 
ecc. 

Dunque il punto inizialmente si trova nell’origine ; poi le distanze 
crescono come i seni dei successivi multipli dell’ angolo costante a, 
sinché, sen a t, acquista il suo massimo valore, che è 1. Ciò ha luogo 
alla fine del tempo: Dopo questo tempo le distanze dimi¬ 

nuiscono, quindi il punto si accosta all’origine, muovendosi in senso 
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contrario al precedente. Ritorna all’origine quando senàt = 0, cioè 
nel tempo t = —• Per cui deduciamo che il tempo dell’andata è 

uguale al tempo del ritorno. 

^ln seguito, le distanze divengono negative, ciò significa che il punto 
si muove sulla assegnata traiettoria dalla parte opposta alla prece¬ 
dente. rispetto all’ origine, e si allontana sempre più dall’ origine, 

finché: seti a t = — 1. Ciò ha luogo quando il tempo t = ^- 

Per ultimo le distanze negative diminuiscono, per cui il punto si 
accosta all’origine, e muovesi pel verso contrario al precedente. Rag- 

2tt 

giunge l’origine, quando sen at — 0 , ossia nel tempo t = — . 

Poi il punto ritorna a muoversi indefinitamente sempre colla stessa 
legge con cui si mosse nella prima fase esaminata. 

Quando un punto si muove in simil modo, ripetendo sempre in 
ogni fase successiva, la legge cui ha obbedito nella prima fase, si 
dice che il punto si muove di moto periodico. Il moto considerato 
espresso dalla ultima equazione è un moto periodico. Il moto oscil¬ 
latorio del pendolo semplice nel vuoto è un altro esempio di moto 
periodico. 

30. La velocità del punto nel moto testé considerato, alla fine 
del tempo t qualunque, è data dalla derivata della funzione, cioè: 

ds 

v = —— = a . cos at. 
dt 

Quindi attribuendo al tempo t i valori particolari precedenti, e 
denotando con: v 0 , v v v 2 , v 3 , le velocità corrispondenti, si avrà: 

v 0 = a 
v 1 = a cos a 
v 2 = a cos 2 a 
u 3 = a cos 3 a 
v 4 — a cos 4 a 
ecc. 

Inizialmente la velocità è rappresentata dalla costante a. In se¬ 
guito le velocità diminuiscono continuamente, sinché la velocità di- 
vien nulla. Ciò avviene quando il punto si trova alla massima distanza 
dall’origine,cioè nel punto limite, poiché allora si ha: v=acosa£=0, 

da cui si ricava : t = . 
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Oltrepassato questo tempo, i coseni diventano negativi, quindi ne¬ 
gative anche le velocità,. Perciò il punto muovesi in senso inverso 
al precedente, con velocità crescente, sino al valore massimo che è a, 
che acquista all’origine, ecc. ecc. 

Questo moto dicesi armonico. Esso incontrasi assai spesso nei mec¬ 
canismi. 


Capitolo II. 

Rappresentazione grafica del moto di un punto. 

31. Quando la funzione f, esprimente la legge del moto di un 
punto è un poco complicata, riesce alquanto malagevole il farsi una 
chiara e pronta idea dei successivi cambiamenti delle distanze. Per 
rappresentare meglio all’occhio codeste variazioni, si suole ricorrere 
ad un procedimento grafico molto in uso, e che noi adotteremo assai 
frequentemente nel seguito di quest’opera. 

Supponiamo che un punto si muova sopra una data trajettoria qua¬ 
lunque, con una legge espressa dalla equazione: s = f(t). 

Attribuendo al tempo t, i successivi valori particolari : 0, 1, 2 3..., 
otterremo le distanze del mobile dall’ origine, che denoteremo con 
s 0 , Sj, s 2 , s 3 ..., ed i cui valori sono espressi da: 

S « = /\ 0 ) 
s 1 = f(D 
s, = f{ 2 ) 

*3 = A3) 

ecc. 

Portando queste lunghezze che rappresentano le dette distanze, sulla 
data traiettoria, a partire dall’origine, otterremo le posizioni succes¬ 
sive che avrà il mobile nei tempi considerati. 

Ora assumiamo in un piano qualunque un sistema di due assi 
coordinati ortogonali: OT, OS (Fig. 8»), come si usa in Geometria 
analitica, e dicasi OT l’asse dei tempi, in luogo di asse delle ascisse, 
ed OS l’asse delle distanze, in luogo di asse delle ordinate. 

Portiamo sull'asse dei tempi OT, dei segmenti uguali, rappresen¬ 
tanti le successive unità di tempo, come 01, 12, 23, 34.... Da tutti 
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i punti di divisione 1, 2, 3, 4..., eleviamo le perpendicolari all’asse 
dei tempi, e su queste perpendicolari portiamo le lunghezze rispet¬ 
tivamente uguali ai predetti valori di s 0 , s v s 2 , s 3 ..., in OM 0 , lM lt 
2M it 3M 3 .... Otterremo cosi una serie di punti; M 0 , M x , M.,, 
i quali congiunti ci daranno una linea curva. È evidente che questa 
curva ci rappresenterà in qual modo hanno variato le distanze del 
mobile dall’origine, nei tempi successivi. 

Acquistiamo così un’idea assai più chiara del moto del punto, che 
non dalla sola ispezione della equazione del moto. Infatti, allorché 
quella curva sale, ciò indica che il mobile si allontana dall’origine, 
perchè le distanze crescono; quando invece la curva discende, il mo¬ 
bile si avvicina all’origine, perchè le distanze diminuiscono. Quando 
la curva interseca 1’ asse dei tempi, ciò significa che il mobile tro¬ 
vasi nell’origine. Quando la curva passa al disotto dell’asse dei tempi, 
il mobile si muove dalla parte opposta alla precedente rispetto alla 
origine. Ad ogni punto massimo, o minimo, della curva, corrisponde 
un cangiamento nel verso del moto, e quindi un punto limite sulla 
traiettoria. 

Insomma come vedesi, da questa curva ausiliaria, noi possiamo de¬ 
durre tutte le particolarità del moto in quistione. 

Tale curva si chiama la linea delle distanze , e l’intera figura si 
denomina il diagramma delle distanze. È inutile avvertire che non 
devesi confondere la trajettoria del mobile colla linea delle distanze. 

32. Applichiamo questo metodo di rappresentazione, al moto 
uniforme, espresso dalla equazione: 

s = v. t. 

Si scorge subito che in tal moto, la linea delle distanze è una 
retta passante per l’origine delle coordinate, perchè per t = o si ha 
anche s = o. 

Attribuendo a t un valore qualunque, si otterrà il corrispondente 
valore di s, e quindi un secondo punto della nominata retta. 

Sia OA (Fig. 9) tale retta: Dalla forinola precedente si ricava 

s 

v t 

Detto a l’angolo d’inclinazione della retta OA coll’asse dei tempi 
si ha: 

v = — s — = tang a. 
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Deduciamo da ciò, che la tangente trigonometrica dell’angolo d’in¬ 
clinazione a della retta OA coll’asse OT, esprime la velocità, del 
punto mobile. Pes conseguenza il moto rappresentato sarà tanto più 
celere, quanto maggiore sarà l’angolo a. 

33. Quando il moto uniforme è espresso dalla equazione più 
generale: 

s = a±v t 

la linea delle distanze è la retta AB (Fig. IO), o la retta CD (Fig. 11), 
secondochè si prende il segno positivo, o negativo. Nel primo caso, 
OA rappresenta la costante a, ed il mobile si allontana indefinita¬ 
mente dall’origine pel verso positivo. Nel secondo caso, la OC rap¬ 
presenta la costante a, ed il mobile si avvicina sempre più all’ori¬ 
gine; giunge all’origine nel tempo rappresentato da OD, e poi se 
ne allontana dalla parte opposta indefinitamente. 

Non si avrà nessuna, difficoltà a comprendere che il diagramma 
rappresentato nella Fig. 12 indica un moto uniforme di andata e ri¬ 
torno. Così pure il diagramma rappresentato nella Fig. 13, indica 
un moto uniforme di andata, seguito da un riposo, poi di un moto 
uniforme di ritorno seguito da un riposo ecc. 

34. Applichiamo l’indicato metodo di rappresentazione al moto 
uniformemente accelerato. 

L’equazione più semplice che esprime un tal moto è: 

s = ct* 

Ora come si sa dalla Geometria analitica, la detta equazione rappre¬ 
senta una parabola, che ha il suo vertice nell’origine delle coordinate, 
poiché per t = o, si ha pure s = o. L’asse della parabola coincide 
coll’asse delle distanze. Le successive distanze, ossia ordinate, cre¬ 
scono come i quadrati dei tempi. Portando quindi sull’asse dei tempi 
i segmenti uguali 01, 12, 23 ecc. (Fig. 14), rappresentanti le succes¬ 
sive unità di tempo, e sulle ordinate condotte dai punti : 1, 2, 3, 4 ecc., 
rispettivamente, le lunghezze: c; 4 . c; 9 . c; 16 . cecc. si otterranno 
punti della semiparabola che forma la linea delle distanze, quale 
rappresentante del moto uniformemente accelerato. Concludiamo da 
ciò che nel moto uniformemente accelerato, la linea delle distanze è 
una semiparabola. 

35. Troviamo il fuoco di questa parabola. Sia P un punto qua¬ 
lunque della medesima. Conducasi la tangente PT alla parabola nel 
punto P, facendo OT = OQ, ascissa del punto P. Poi conducasi la 
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normale nel punto P cioè PN. Come è noto dalle proprietà della pa¬ 
rabola, la QN è la sottonormale, ed è doppia della distanza focale. 

Dunque facendo OF = QN, si avrà in F il fuoco della parabola. 

36. Paragonando l’equazione del moto s = et 2 , colla nota equa¬ 
zione della parabola y* = 2px, si scorge che la costante c = -^- . 
Dunque il parametro della parabola che rappresenta il moto unifor¬ 
memente accelerato è dato dalla formola: p = 

Perciò la distanza focale OF = Quanto più grande è la co¬ 
stante c, tanto più piccola diviene la distanza focale. 

37. L’ equazione del moto uniformemente accelerato pel verso 
negativo è espresso dalla formola: 

s = — et*. 

Quindi la linea delle distanze che rappresenta codesto moto è una 
parabola uguale alla precedente, ma rivolta al disotto dell’asse dei 
tempi, come vedesi disegnata nella Fig. 15. 

38. La linea delle distanze nel moto uniformemente vario, 
espresso dalla equazione generale: 

s = ±a^zbt±:ct 1 

è una parabola, perchè come è noto dalla Geometria analitica, quella 
equazione rappresenta sempre una parabola. Per giudicare come è 
situata questa parabola rispetto agli assi, debbonsi fissare i segni di 
quei coefficienti. 

Sia dapprima ad es.: 

s = a — bt-\- et 2 . 

La parabola rappresentata da codesta equazione ha il suo asse pa¬ 
rallelo all’asse delle distanze, ed il suo punto all’infinito al di sopra 
dell’asse dei tempi. 

Per costruire la detta parabola supponiamo che le tre costanti: a, 
b, c, sieno rispettivamente uguali ai tre segmenti a, b, c (Fig. 16). 
Tracciati i due assi coordinati dei tempi e delle distanze OT, OS, si 
portino sull’asse dei tempi i segmenti uguali 01, 12, 23, rappresen¬ 
tanti le successive unità di tempo. Si conducano dai punti 1, 2,3 ecc., 
le perpendicolari all’asse dei tempi, e su cadauna di esse le lunghezze 
rispettivamente uguali alle distanze successive, le quali si ottengono 
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ponendo nella data forinola per t, i valori particolari 0, 1, 2, 3...., cioè: 


S 0 =d 

s ì = a — 6 -+- c 


s 2 = a — 2 6 + 4c 
s 3 = a — 36 -+- 9c 
s i = a — 46-f- 16c 


ecc. 


In tal modo ottengonsi quanti punti si vogliano della parabola ABC 
che rappresenta il moto espresso dalla data equazione. 

L’arco parabolico AB rappresenta il moto uniformemente ritardato, 
l’arco BC quello accelerato. Infatti, abbiamo veduto che quando gli 
spazi parziali descritti nelle successive unità di tempo crescono, il 
moto è accelerato ; reciprocamente, quando dimininuiscono, il moto è 
ritardato. 

Ma per l’arco AB, gli spazi parziali successivi diminuiscono, quindi 
il moto è uniformemente ritardato. Per l’arco BC invece, gli spazi 
parziali successivi crescono, e però il moto è uniformemente acce¬ 
lerato. 

39. Indichiamo con p il parametro; con m ed », le coordinate 
del vertice di detta parabola. La sua equazione riferita agli assi OT, 
OS, come risulta dalla Geometria analitica è: 


Paragonando i coefficienti di questa equazione con le costanti a, 
6, c, della proposta equazione del moto, troviamo: 


Dalle quali si ricava: 



b 



che esprimono gli elementi della parabola in funzione dei dati coef¬ 


ficienti. 


« 


Dalla ispezione del diagramma si raccoglie che sino al tempo m—Ì- 


si ha un moto uniformemente ritardato pel verso negativo. Durante 
questo tempo, il mobile, dalla distanza iniziale a, si accosta all’origine 
sino alla distanza n = a - 7 -. 


4 c 
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Oltrepassato quel tempo, il mobile si allontana indefinitamente dal¬ 
l’origine, con moto uniformemente accelerato pel verso positivo. 

40. In secondo luogo supponiamo che il moto uniformemente 
vario sia espresso dalla equazione: 


s = a-A-bt — et*-. 

La linea delle distanze che rappresenta un tal moto è una para¬ 
bola disposta come vedesi nella Fig. 17, cioè col suo asse parallelo 
all’asse delle distanze, e col punto all’infinito situato al disotto del¬ 
l'asse dei tempi. Dati i segmenti che rappresentano le costanti a, 
h, c, essa può costruirsi per punti in modo analogo al precedente. 
In tal modo ottiensi la parabola ABC’, 1’ arco AB della quale rap¬ 
presenta il moto uniformemente ritardato, e l’arco BC quello acce¬ 
lerato. 

Indicando con p il parametro di questa parabola; con m ed n le 
coordinate del vertice della medesima, si trova facilmente che la sua 
equazione riferita agli assi OT ed OS è: 

m s m 1 

s = n — — H- t— — -i\ 

2 p p 2 p 

Paragonando codesti coefficienti con le costanti della proposta equa- 
zione si ottiene: 


b = 


1 

P ' 2 p ' 

Perciò gli elementi che determinano la detta parabola sono: 
l b b* 


p = 


2c 


m ■ 


2 c 


n = a-A- 


4c 


Da ciò possiamo inferire che il moto espresso dalla proposta equa¬ 
zione è uniformemente ritardato pel verso positivo sino al tempo m=~. 
Che durante questo tempo il mobile si allontana dall’ origine sino 
alla distanza n = a -+- Questo moto è rappresentato dall’ arco 

parabolico AB. Poi il mobile si accosta all’origine, cioè cammina pel 
verso negativo con moto uniformemente accelerato, che passa per 
l'origine nel tempo rappresentato dall’ascissa OH. Questo moto è rap¬ 
presentato dall’arco BH. Finalmente il mobile si allontana indefinita¬ 
mente sempre con moto uniformemente accelerato nel verso negativo. 
Questo moto è rappresentato dall’arco HC. 

41. Analogamente potremo discutere gli altri casi che risultano 
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attribuendo ai coefficienti della equazione di 2° grado i segni positivi, 
o negativi. In generale possiamo concludere dicendo, che il moto uni¬ 
formemente vario, espresso dalla equazione generale: 

s = '^iazlzl)t'^zct ì 

è sempre rappresentato da una parabola, che ha il suo asse parallelo 
all’asse delle distanze, ed il suo punto all’infinito, al di sopra od al 
di sotto dell’ asse dei tempi, secondo che la costante c è positiva o 
negativa. La metà di questa parabola situata a sinistra, rappresenta 
il moto uniformemente ritardato, l’altra metà situata a destra, il moto 
uniformemente accelerato. 

Da ciò consegue che il moto ritardato deve sempre precedere il 
moto accelerato, non mai il contrario, perchè l’arco parabolico che 
rappresenta il moto ritardato, precede sempre quello che rappresenta 
il moto accelerato. Ciò si conferma anche coll’ esperimento. Se un 
corpo deve cadere liberamente, quindi muoversi di moto uniforme- 
mente accelerato, esso deve prima essere lanciato in alto, o in so¬ 
stituzione di ciò, essere portato in alto per lasciarlo poi cadere. 

42. Non sarà difficile accorgersi che il diagramma rappresentato 
nella Fig. 18, composto dai tre archi parabolici: OA, ABC, CD, rac- 
cordantisi fra di loro nei punti: A, C, indica un moto di andata e 
ritorno. L’andata avviene per metà con moto uniformemente accele¬ 
rato, e 1’ altra metà con moto uniformemente ritardato. Il ritorno 
avviene per metà con moto uniformemente accelerato, e l’altra metà 
con moto uniformemente ritardato. 

43. Applicheremo ancora questo metodo di rappresentazione al 
moto armonico, di cui si tenne discorso al num. 29. 

Noi possiamo concepire questo moto nel modo seguente. Suppo¬ 
niamo che un punto M (Fig. 19), si muova sopra la circonferenza AMBC 
di centro 0, con moto uniforme. La projezionc del punto mobile M, 
sul diametro CB, ossia il punto P, si muoverà di moto armonico. 
Infatti, assumiamo 0 come origine delle distanze sulla trajettoria 
rettilinea CB, descritta dal punto P. A sia la posizione iniziale del 
punto M, muoventesi sulla nominata circonferenza, il cui raggio pren¬ 
deremo per unità. Manifestamente avremo: 

0 P == M Q = sen A 0 M. 

Ma l’arco AM, percorso dal punto M, cresce in proporzione del 
tempo, per cui potremo dire che è uguale ad at, essendo a, l’arco 
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percorso nell’unità di tempo. Talché si avrà l’equazione OP ossia 
s = sen a t, che definisce appunto il moto armonico. 

44. Dividendo la circonferenza descritta dal punto M in parti 
uguali, e conducendo da tutti i punti di divisione 1, 2, 3 ecc., le 
perpendicolari al diametro BC, traiettoria della projezione di M, si 
otterranno nei piedi di queste perpendicolari Pj, P 2 , P 3 ecc., le 
posizioni che prenderà il punto P, nelle successive unità di tempo. 

Ora per costruire il diagramma del moto del punto P, si portino 
sull’asse dei tempi OT (Fig. 20), tanti segmenti ugnali, quante sono 
le parti in cui si è divisa la sopradetta circonferenza. Da tutti i 
punti di divisione 1, 2, 3, 4, si innalzino le ordinate, e si porti sopra 
ciascuna di esse, le corrispondenti distanze OP,, OP 2 , OP 3 , desunte 
dalla Fig. 19. In tal modo si otterranno i punti p x , p 21 • p 3 , i quali 
congiunti daranno appunto la linea delle distanze. Come vedesi essa 
è una sinussoide. 

Con questo diagramma possiamo confermare quelle leggi che ab¬ 
biamo dedotte dalla equazione del moto (num. 29). 

45. Qualunque sia il moto, dall’ispezione della corrispondente 
linea delle distanze, noi possiamo argomentare anche la velocità del 
mobile, in un punto qualunque della sua trajettoria. Infatti, sia: 
s = f(t ) l’equazione della linea delle distanze. 

ds 

Il rapporto , come si sa dalla Geometria analitica, è la tangente 

trigonometrica dell’ angolo d’inclinazione della tangente alla curva 
s = f(t ) nel punto che si considera, coll’asse dei tempi. Ma abbiamo 
veduto che tale rapporto è la velocità. Talché chiamando 0 quell’an¬ 
golo d’inclinazione, si avrà: v = tang. 0. 

Quanto maggiore sarà quella inclinazione, tanto maggiore sarà la 
velocità; e reciprocamente, quanto minore sarà quella inclinazione, 
tanto minore la velocità. Nei punti ove la tangente alla linea delle 
distanze diviene orizzontale, essendo nulla l’inclinazione, sarà anche 
zero la velocità. 

Possiamo ancora dire, che se la sopra detta inclinazione va conti¬ 
nuamente diminuendo, come nelle Fig. 21 e 22, il moto è ritardato. 
Se quella inclinazione cresce continuamente, come nelle Fig. 23 e 24, 
il moto è accelerato. 

Quando la linea delle distanze presenta un punto d’inllessione, come 
nelle Fig. 25 e 26, ciò indica che si ha un passaggio da un moto 
accelerato a un ritardato, o viceversa. 
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Per determinare i punti più alti o più bassi della linea delle di¬ 
stanze basta porre: 

v~=nt)=o. 


Risolvendo questa equazione rapporto a t, otterremo le ascisse dei 
detti punti. Sostituendo questo valore di t nella equazione s — f (t), 
otterremo le ordinate dei medesimi punti. In tal modo veniamo a 
conoscere i punti limiti sulla traj ettoria. 

Così pel moto uniformemente vario, rappresentato dalla equazione: 

s = a bt — et* 

ricaviamo 

v = b — 2 et. 

Risolvendo l’equazione: 

b — 2ct = 0 

si ha: t = . Questa è l’ascissa del vertice della parabola, che rap¬ 

presenta questo moto. Sostituendo questo valore di t nella primitiva, 
si ha: a- 4 - ? che è l’ordinata dello stesso vertice, come abbiamo 

4 C 

trovato prima (n. 40). 

46. Per mostrare l’utilità dei diagrammi, indicheremo per es. 
l’applicazione di essi, alla rappresentazione del moto dei convogli che 
si muovono lungo una ferrovia, e che può applicarsi anche in gene¬ 
rale a due o più corpi che si muovono sopra una data traiettoria. 

Presi gli assi coordinati OT ed OS (Fig. 27), portiamo sull’asse 
dei tempi 24 segmenti uguali per rappresentare le 24 successivo ore 
del giorno. Dividiamo poi ciascun segmento in 60 parti uguali per 
rappresentare i minuti. Da tutti i punti di divisione eleviamo le 
perpendicolari all’asse dei tempi. 

Portiamo pure sull’ asse delle distanze dei segmenti uguali, per 
rappresentare i metri, ettometri, chilometri ecc. e da tutti i punti 
di divisione conduciamo le parallele all’asse dei tempi. 

Ora immaginiamo che un convogliosi muova lungo una ferrovia, 
ad es. da Torino a Milano. Conosceremo così la traiettoria descritta 
dal mobile. Sia la stazione di Torino T origine delle distanze, che 
faremo corrispondere colla origine 0 degli assi. Tutte le altre sta¬ 
zioni intermedie della linea fra Torino e Milano verranno a prendere 
determinate posizioni sull’asse OS, a seconda della loro distanza dalla 
stazione di Torino. Sieno A, B, C, D..., codeste stazioni. 
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Supponiamo che il convoglio parta dalla stazione di Torino alle 
ore 3 ant. diretto verso la stazione A, ove arriva alle ore 5 ant. 
Possiamo ritenere che il convoglio si sia mosso di moto uniforme 
con la velocità media, per cui la linea delle distanze che rappresenta 
questo moto sarà la retta MN. Dopo una fermata di 1 ora il con¬ 
voglio riparte per la stazione B, ove giunge alle ore 9 ant. Questo 
secondo moto, che supporremo pure uniforme, sarà rappresentato dalla 
retta PQ. E procedendo così di seguito, potremo indicare nel dia¬ 
gramma, tutto il viaggio compiuto dal convoglio. 

Un altro convoglio parta dalla stazione D alle ore 4 ant. in senso 
inverso al precedente, e giunga alla stazione C alle 6 ant. Questo 
moto sarà rappresentato dalla retta GH. Il successivo viaggio del 
secondo convoglio sia rappresentato dalle rette KL, LP ecc. 

Le due linee delle distanze che rappresentano il moto dei due 
convogli s’intersecano nel punto R; ciò significa che Y incontro dei 
due treni avviene nella stazione B, ed alle ore IO ant. 

In modo analogo potremo rappresentare il moto di tutti gli altri 
convogli, ed il diagramma ci darà in ogni istante la posizione dei 
treni, nonché il punto ed il tempo del loro incontro. 

47. Come abbiamo rappresentato graficamente le successive va¬ 
riazioni delle distanze del mobile dall’origine, col mezzo della linea 
delle distanze, in modo analogo possiamo rappresentare le successive 
variazioni delle velocità del mobile. 

Data l’equazione del moto : s = f (t), si sa che la velocità è espressa 
dalla prima derivata della funzione, ossia che si ha: 


La velocità è dunque una nota funzione del tempo. Quindi attri¬ 
buendo a t i successivi valori particolari: 0, 1, 2, 3 ecc. otterremo 
determinati valori corrispondenti della velocità che denoteremo con 
y 0 , v u v 2 , %.. e che sono: 

v 0 = f'(0) 

»i = f (1) 

V 2 = f (2) 

Vs = f( 3) 
ecc. ecc. 

Prendasi due assi coordinati ortogonali, l'uno OT Fig. 28 dei tempi 
come prima, l’altro OY che diremo delle velocità. Portando sulle 




— 30 — 


varie ordinate rispettivamente i valori delle velocità, dati dalle pre¬ 
cedenti forinole, otterremo una serie di punti A, B, C... i quali con¬ 
giunti ci daranno una curva ABCD...., la quale ci rappresenterà le 
successive variazioni della velocità del mobile. 

Questa curva si denomina la linea delle velocità. Essa ci indica 
tutte le variazioni, tutti gli accidenti che avvengono nella velocità 
del mobile. 

Quando la curva sale, come nel tratto A B, la velocità cresce; quando 
discende, come nel tratto BC, la velocità diminuisce. 

1 punti massimi o minimi, come B, D, indicano un passaggio da 
un moto accelerato in uno ritardato, o viceversa. 

Nei punti d’incontro della linea della velocità coll’asse dei tempi, 
come 0, E, si lia una velocità nulla, quindi un cangiamento di verso 
nel moto del mobile. 

Quando la linea trovasi al di sopra dell’asse dei tempi, le velocità 
sono positive, quindi il mobile si muove pel verso positivo. Quando 
la linea è al di sotto dell’asse dei tempi, le velocità sono negative, 
ed il mobile si muove pel verso negativo, ecc. ecc. 

48. Applichiamo codesto modo di rappresentazione delle velocità, 
ad alcuni moti speciali, e consideriamo in primo luogo il moto uni¬ 
forme. 

In questo moto la velocità è costante. Dunque la corrispondente 
linea delle velocità è una retta parallela all’asse dei tempi, come, ad 
esempio, AB (Fig. 29). 

Se questa retta è al di sopra dell’ asse dei tempi, la velocità è 
positiva, ed il moto avviene pel verso positivo. Se la retta delle ve¬ 
locità è al di sotto dell’asse dei tempi, la velocità è negativa, ed il 
moto avviene pel verso negativo. Se la retta delle velocità coincide 
coll’asse dei tempi, la velocità si mantiene zero, e però si ha la quiete 
ossia il riposo. 

49. Nel moto uniformemente vario si ha l’equazione : 

s=±a±bt±ct*. 

Da essa si ricava il valore della velocità, che è: 

v = zt,bzìz 2et. 

Ora questa equazione rappresenta una retta inclinata all asse dei 
tempi. Dunque la linea delle velocità, nel moto uniformemente vario, 
è una retta inclinata all’asse dei tempi. 
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Se il segno della costante c è positivo, e quello della costante b 
negativo, la retta delle velocità, è disposta, ad es., come AC, nella 
Fig. 30. Perciò questa retta indica in primo luogo un moto unifor¬ 
memente ritardato, pel verso negativo, sino al tempo t, rappresen¬ 
tato dal segmento 0 B = ^. Poscia, oltrepassato questo tempo, un 

moto uniformemente accelerato, pel verso positivo, che si mantiene 
tale indefinitamente. 

Se il segno della costante c è negativo, e positivo quello della 
costante b, la retta della velocità è disposta, ad es., come D F, nella 
Fig. 31. Questa retta rappresenta dunque prima un moto uniforme- 

mente ritardato, pel verso positivo, sino al tempo £ = 0E = -^ r . 

Dopo questo tempo, un moto uniformemente accelerato pel verso 
negativo, che dura tale indefinitamente. 

Analogamente si può costruire la linea delle velocità per qualsiasi 
altro moto, e dedurre da essa linea le particolarità del medesimo. 

50. Il più delle volte conviene indicare nei diagrammi, sia la 
linea delle distanze, come la linea delle velocità, distinguendo le due 
linee diverse, notando cioè quale è la linea delle distanze, quale la 
linea delle velocità. In tal modo si caratterizza meglio il moto, perchè 
si pone sott’occhio contemporaneamente le variazioni delle distanze e 
delle velocità. 

Data la linea delle distanze, noi possiamo costruire la linea delle 
velocità nel seguente modo. 

Sia ABCD ... (Fig. 32) la data linea delle distanze. 11 mobile in 
un punto qualunque della sua trajettoria, ad es., in quello corrispon¬ 
dente ad A del diagramma, ha, come sappiamo (num. 45) una velocità, 
che è rappresentata dalla tangente trigonometrica dell’angolo 0, for¬ 
mato dalla tangente alla linea delle distanze nel punto A, coll’asse 
dei tempi. 

Ora supponiamo che il mobile, in luogo di proseguire il suo moto 
colla data legge, si muova di moto uniforme, colla velocità acquistata 
nel punto che si considera. 

La linea delle distanze, che rappresenta tale moto uniforme, è la 
tangente A H nel punto A della data linea delle distanze. Se il seg¬ 
mento A K rappresenta 1’ unità di tempo, allora la strada percorsa 
dal mobile con moto uniforme durante l’unità di tempo, sarà mani¬ 
festamente data dal cateto HK del triangolo rettangolo AHK. Ma 
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la strada percorsa nell’unità di tempo con moto uniforme è la velocità. 
Dunque il cateto HK, è uguale alla velocità che il mobile ha nel 
punto die si considera. 

Portando la lunghezza KH sull’ ordinata del punto A, a partire 
dall’asse dei tempi, ossia dal punto a, si otterrà il punto a che sarà 
un punto della cercata linea delle velocità, e l’ordinata a a darà la 
velocità del mobile nel punto considerato. Con la medesima costru¬ 
zione ottengonsi quanti altri punti si vogliono della linea delle ve¬ 
locità, la quale resterà così determinata. 

Giova notare che nelle parti discendenti della linea delle distanze, 
i sopradetti segmenti risultano negativi, e quindi le ordinate corri¬ 
spondenti della linea delle velocità dovranno portarsi di sotto del¬ 
l’asse dei tempi. In tal modo ottiensi la linea delle velocità abed . 

51. Tra la linea delle distanze e la linea delle velocità di uu 
moto qualunque vi hanno talune relazioni importanti a conoscersi. 

Ad ogni punto massimo o minimo della linea delle distanze, come, 
ad es., B, D, corrisponde nella linea delle velocità un punto b, d, si¬ 
tuato sull’asse dei tempi, poiché in tali punti si ha la velocità zero. 

Infetti la tangente alla linea delle distanze nel punto massimo ha 
una inclinazione nulla coll’asse dei tempi; quindi deve essere zero 
l’ordinata corrispondente della linea delle velocità. D’altra parte si sa 
che al punto massimo della linea delle distanze corrisponde un punto 
limite sulla traiettoria del mobile, per cui esso in questo punto li¬ 
mite, dovendo cangiare il verso del moto, ha una velocità zero, e 
quindi un’ordinata zero nella linea delle velocità. 

Reciprocamente ad ogni punto d’intersezione della linea delle ve¬ 
locità coll’asse dei tempi, deve corrispondere nella linea delle distanze 
un punto massimo o minimo. 

Ad ogni punto d’inflessione della linea delle distanze, come, ad 
es., C, corrisponde un punto massimo o minimo, come c, sulla linea 
delle velocità. Poiché quando la velocità del mobile diventa massima, 
succede un passaggio dal moto accelerato ad un moto ritardato, o 
viceversa. Quindi sulla linea della distanza deve presentarsi un punto 
d’inflessione che indichi questa circostanza. D’ altrà parte si scorge 
dal diagramma che l’arco BO indica un moto accelerato e l’arco 
seguente CD un moto ritardato, dunque le velocità corrispondenti 
pel primo arco aumentano, diminuiscono pel secondo. Perciò al punto 
d’inflessione C deve corrispondere una ordinata massima nella linea 
delle velocità, quindi un punto massimo c. 
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Ad ogni arco parabolico della linea delle distanze, corrisponde un 
segmento rettilineo nella linea delle velocità, e reciprocamente. 

52. Data la linea delle velocità, possiamo determinare la linea 
delle distanze. Se la data linea delle velocità venne costruita col 
mezzo della forinola: 

ds 

otterremo integrando : 

s = j cp (i) d t -+• C. 

Fatta codesta integrazione, avremo ottenuta l’equazione del moto, 
dalla quale potremo ricavare, come precedentemente, la linea delle 
distanze. 

Così, ad es., se la velocità fosse data dall’equazione: v — 1) + 2ct, 
si otterrebbe integrando: s=a-\-bt-\-ct 2 , essendo a la costante. 

Qualora l’integrazione non si potesse effettuare, converrebbe ricor¬ 
rere alla formola di Tomaso Simson, od altre, per ottenere col mezzo 
di quadrature, il valore approssimato della funzione. Si potrebbe anche 
ricorrere ai metodi d’integrazione approssimata, che trovansi esposti 
nei trattati di Calcolo integrale. 

53. Por dedurre dalla linea delle velocità la linea delle distanze, 
giova assai meglio ricorrere ad un procedimento grafico, inverso a 
quello usato precedentemente. Sebbene questo procedimento sia solo 
approssimato, tuttavia lo crediamo preferibile ai metodi ora accennati, 
per la sua semplicità, e perchè con esso si può raggiungere tutta 
quella esattezza che si desidera. 

Sia ani (Fig. 33) la data linea delle velocità. Vogliamo da questa 
dedurre la linea delle distanze. 

Siano: OT, OS gli assi dei tempi e delle distanze. 

Dal punto a, piede della perpendicolare abbassata da a sull’asse 
dei tempi, si porti sull’asse medesimo, verso la sinistra, il segmento 
a a 1 , rappresentante l’unità di tempo; ed uniscasi il punto a con a 1 . 
Si ottiene così il triangolo rettangolo aaa 1 , nel quale il cateto verti¬ 
cale a a rappresenta la velocità. Per conseguenza, l’ipotenusa aa ] del 
detto triangolo, darà la direzione che deve avere la tangente alla linea 
delle distanze nel punto situato sulla ordinata a a. Scelto un primo 
punto di questa linea arbitrariamente sopra questa ordinata, per es., 
in A, stante la costante arbitraria che si ha per V integrazione, si 
conduca da esso, la retta AP, parallela ad aa l . Per ciò che si è detto 


Tessasi, Cinematica. 
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precedentemente, la retta AP deve essere tangente alla linea delle 
distanze nel punto A. Quindi otteniamo un elemento della linea do¬ 
mandata, coincidente con l’ottenuta tangente, che potremo supporre 
finisca in due punti vicinissimi ad A. 

Per ottenere gli altri elementi consecutivi della domandata linea 
delle distanze procederemo nel seguente modo. 

Si conduca una serie di ordinate vicinissime tra loro, le quali inter¬ 
sechino la data linea delle velocità nei punti b, c,d... Dai piedi di 
queste ordinate, si porti sull’ asse dei tempi, verso la sinistra, 
la lunghezza costante che rappresenta l’unità di tempo, cioè a a 1 . In 
tal modo otterremo i punti 6 1 , c 1 , d 1 ,... Uniscansi i punti b, b 1 ; c, c 1 ; 
d , d l , ecc. Poi dall’estremità del primo elemento ottenuto, si conduca 
la parallela alla retta b b 1 . Questa parallela sarà con grande ap¬ 
prossimazione una seconda tangente alla linea delle distanze cercata, 
che avrà in comune con essa un elemento successivo, i cui estremi 
saranno vicinissimi a B. Allo stesso modo conducansi le parallele 
alle rette c e 1 , d d\ ecc., le quali saranno le tangenti successive alla 
linea delle distanze. 

La inviluppante di tutte codeste tangenti sarà la linea delle di¬ 
stanze AM, corrispondente aila linea delle velocità a m. Essa riuscirà 
tanto più esatta, quanto più vicine tra loro si saranno prese le ordinate 
predette. Su questo procedimento, Abdank-Abakanowicz (1) ha fondato 
uno strumento detto integratore , per ottenere meccanicamente la linea 
delle distanze, che esso chiama linea integrale , e di cui parleremo 
a suo luogo. 

54. Sino a qui noi abbiamo rappresentate le linee delle distanze 
e delle velocità, col mezzo delle coordinate Cartesiane. Talvolta con¬ 
viene usare allo stesso scopo le coordinate polari, ed allora si otten¬ 
gono i diagrammi polari. 

Sia PX (Fig. 34) l’asse polare, e P il polo. Supponiamo che il raggio 
vettore PR, ruoti intorno al polo P di moto uniforme, talché l’an¬ 
golo RPX dia la misura del tempo trascorso. Portando sopra il raggio 
vettore, PK a partire dal polo, un segmento uguale alla distanza del 
mobile dall’origine corrispondente al tempo t, dato dalla equazione 
s = f (t), otterremo un punto della linea delle distanze. Operando 
analogamente per altre posizioni del raggio vettore otterremo altri 


(1) Les integraphes. Paris, 1886. 
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punti, come : S, T, U i quali uniti daranno la linea delle distanze 
K S T U nel sistema polare. 

È facile vedere che il moto uniforme è rappresentato in questo 
sistema, da una spirale d’Archimede, perchè le distanze crescono in 
proporzione del tempo, quindi i raggi vettori crescono in proporzione 
dell’angolo polare RPX. Questa è la proprietà caratteristica della 
spirale d’Archimede. 

Per il moto uniformemente accelerato, la linea delle distanze è 
una certa spirale che non venne esaminata dai geometri, ma che 
meriterebbe di essere studiata. Essa non porta alcun nome speciale. 
Questa spirale può costruirsi assai facilmente, portando sui raggi 
vettori successivi delle lunghezze crescenti in ragione dei quadrati dei 
tempi. La spirale PQRS, rappresentata nella Fig. 35, è una di queste 
spirali. 

55. In modo analogo possiamo ottenere anche la linea delle 
velocità nel sistema polare. Dalla equazione del moto: s = f(t) de¬ 
duciamo il valore della velocità: v = ^j=f(t). Da quest’ultima 
ricaveremo i valori particolari delle successive velocità, che porte¬ 
remo sopra i successivi raggi vettori. Cosi avremo punti della linea 
della velocità. È facile vedere che la linea delle velocità pel moto 
uniforme, è un circolo col centro nel polo. Pel moto uniformemente 
vario, essa è una spirale d’Archimede. 

Il moto uniformemente accelerato, rappresentato nella Fig. 35, ha 
per linea delle velocità la spirale d’ Archimede che vedesi punteg¬ 
giata nella stessa Figura. 


Capitolo III. 

Del moto di un corpo rigido in generale. 


56. Detto quanto a noi occorrerà in seguito sul moto di un 
punto, passiamo a trattare del moto di un corpo rigido, cioè di un 
corpo i cui elementi rimangono costantemente ad una invariabile 
distanza fra loro, comunque esso si muova. 

I punti, le rette, i piani, e qualsivoglia altra figura, congiunti in- 
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variabilmente con quel corpo rigido, si chiamerà, per usare una frase 
adottata in Meccanica: sistema invariabile. 

La posizione di un sistema invariabile nello spazio è perfettamente 
individuata, quando si conoscono le posizioni di tre dei suoi punti, 
non situati in linea retta. Ciò risulta dalle prime nozioni di Geome¬ 
tria solida. Per fissare adunque un sistema invariabile in una posi¬ 
zione qualunque dello spazio, basterà considerare tre soli dei suoi 
punti, costituenti un triangolo. Data la posizione di questo triangolo, 
sarà completamente determinata anche la posizione di tutto il si¬ 
stema invariabile nello spazio. 

57. Quando un sistema invariabile si muove comunque nello 
spazio, ogni suo punto descrive una trajettoria, ogni sua linea genera 
una superficie, ed ogni sua superficie inviluppa un’ altra superficie. 

11 moto di un sistema invariabile è perfettamente determinato, 
quando si conoscono le traiettorie descritte da tre dei suoi punti, 
non situati in linea retta. 

Infatti supponiamo che i tre punti A, B, C (Fig. 30) del sistema 
invariabile, pervengano in A', B', G'. La posizione di un quarto punto M 
qualunque del sistema è determinata col mezzo della piramide tri¬ 
angolare invariabile MABC, che ha il suo vertice in quel punto M, 
e la sua base ABC. 

Ora se la base di questa piramide si trasporta in A'B'C', il quarto 
punto M ossia vertice della medesima assumerà una determinata po¬ 
sizione M'. E questa posizione si otterrà, costruendo la piramide 
M'A'B'C' uguale e similmente posta alla piramide MABC. Eviden¬ 
temente il vertice M' della detta piramide sarà la nuova posizione 
assunta dal punto M. 

Per conseguenza se noi consideriamo tutte le posizioni consecutive 
intermedie prese dal sistema nel suo passaggio, dalla posizione ini¬ 
ziale, alla posizione finale, il punto qualunque M dovrà descrivere 
una determinata trajettoria, dipendente dalle tre traiettorie descritte 
dai tre punti A, B, C, cosicché il moto del sistema sarà compieta- 
mente conosciuto. 

58. Consideriamo due posizioni distinte di un sistema invaria¬ 
bile, ad es. A R OM ed A'B'C'M' (Fig. 36). Le due posizioni occupate 
successivamente da uno stesso punto del sistema invariabile deter¬ 
minano due punti che diconsi punti omologhi. Così, ad es., i punti 
A, A'; B, B'; M, M' ecc. sono punti omologhi. 

Le due posizioni occupate successivamente da una stessa retta del 
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sistema diconsi rette omologhe. Così le rette AB, A'B'-, MA, M'A'; 
MB, M'B' ecc. sono rette omologhe. Ogni retta che congiunge due 
dati punti del sistema, ha per omologa la retta che unisce i due 
punti omologhi dei due punti dati. 

Le due posizioni occupate successivamente da uno stesso piano del 
sistema invariabile diconsi piani omologhi. Così i piani ABC, A'B'C'; 
MAB, M'A'B'; MBC, M'B'C' ecc. sono piani omologhi. 

Ogni piano che passa per tre dati punti del sistema, ha per omo¬ 
logo il piano passante per i tre punti omologhi ai predetti. 

59. 11 passaggio del sistema invariabile da una posizione, in 
un’altra qualunque, è pienamente determinato, quando si conoscono 
le posizioni di tre coppie di punti omologhi. Infatti, sieno: A, A'; 
B, B'; C, C' (Fig. 3G) queste tre coppie di punti omologhi. 

Se i tre punti A, B, C, del sistema vengono a coincidere coi loro 
omologhi A', B', C', qualunque altro punto, come ad es. M, dovrà, 
venire a coincidere col suo omologo M'. 

È evidente che i tre punti A, B, C, non debbono trovarsi in linea 
retta, poiché in tal caso non è determinata la posizione del sistema. 

60. Quando il passaggio del sistema da una posizione in un’altra 
è tale, che due punti omologhi rimangono coincidenti, allora per la 
determinazione della nuova posizione del sistema basta conoscere le 
posizioni di due coppie di punti omologhi. 

Infatti supponiamo che la prima posizione del sistema sia deter¬ 
minata dai tre punti A, B, C (Fig. 37), e che nella seconda posi¬ 
zione il punto A’ omologo ad A, coincida con questo stesso punto. 
Allora perchè la seconda posizione sia determinata, basterà conoscere 
i punti B', C' omologhi a B, C. Talché il triangolo ABC, si porterà 
in A'B'C' e quindi la nuova posizione sarà completamente indivi¬ 
duata. 

Quando un sistema si muove in siffatta guisa, mantenendo una 
coppia di punti omologhi sempre coincidenti, si suol dire che il si¬ 
stema si muove o gira attorno quel punto. Il punto ove coincidono 
i due punti omologhi dicesi punto doppio. 

61. 11 passaggio del sistema da una posizione in un’ altra po¬ 
trebbe anche avvenire, supponendo che due coppie di punti omologhi 
rimangano coincidenti. In tal caso perchè la nuova posizione sia de¬ 
terminata fa d’uopo conoscere una coppia di punti omologhi. 

Infatti supponendo che la prima posizione del sistema sia deter¬ 
minata dal triangolo ABC, Fig. 38 e che i due punti omologhi ad 
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A e B cioè A', B', coincidano con questi stessi punti, si scorge su¬ 
bito che la nuova posizione del sistema sarà determinata quando si 
conoscerà la posizione del punto C' omologo a C. Quindi in tal moto 
basta conoscere una sola coppia di punti omologhi. 

Notisi che in codesto passaggio la retta AB coincide colla sua 
retta omologa A'B'; dunque possiamo dire che il moto del sistema 
è avvenuto per modo che due rette omologhe sono rimaste coinci¬ 
denti. La retta ove coincidono le due rette omologhe dicesi retta 
doppia. 

Quando un corpo si muove in codesto modo si suol diro che esso 
ruota intorno a quella retta doppia, che chiamasi anche piti comu¬ 
nemente asse di rotazione. .... 

62. Tra gli infiniti moti che può avere un sistema invariabile 
nello spazio, ve ne hanno due che si distinguono per la loro sem¬ 
plicità ed importanza, e sono: il moto di traslazione , ed il moto di 

rotazione. . . 

Quando un sistema si muove in modo, elio tutti i suoi punti de¬ 
scrivono delle rette parallele ed uguali, questo moto si denomina: 
traslazione. 

Perchè il moto di traslazione sia determinato, è d’uopo conoscere 
la direzione secondo la quale si muove il sistema, il verso del moto, 
e finalmente la lunghezza descritta da un punto qualunque, che di¬ 
cesi la lunghezza della traslazione. 

Sieno A, B, C (Fig. 39) tre punti di un sistema invariabile presi 
arbitrariamente. Se questo sistema compie la traslazione nella dire¬ 
zione qualunque AA', pel verso indicato dalla freccia, e della lun¬ 
ghezza AA', segue che i punti B, C, descriveranno le rette BB', CC\ 
uguali e parallele ad AA'. È facile accorgersi che tutti gli altri 
punti del sistema dovranno descrivere necessariamente rette uguali 
e parallele ad AA'. 

63. Le proprietà caratteristiche del moto di traslazione sono le 
seguenti. 

Se consideriamo due posizioni qualunque del sistema, \ edìamo 
subito che le rette omologhe sono parallele; i piani omologhi sono 
paralleli. 

Che una sezione piana del sistema si muove mantenendosi sempre 
parallela a sè stessa. 

,La traslazione può avvenire con moto uniforme o variabile, ma in 
ogni istante le velocità di tutti i suoi punti sono uguali. Sicché co- 
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noscendo la velocità di un solo punto in un certo istante, tutti gli 
altri punti avranno la stessa velocità. 

64. Compiuta una traslazione, il sistema può essere animato da 
una seconda traslazione, d’altra direzione, verso e lunghezza; poi da 
una terza traslazione, e così di seguito. In tal caso diciamo che il 
sistema compie una serie consecutiva di traslazioni. 

Così prendendo i tre punti A, B, C (Fig. 40) del sistema, in virtù 
della prima traslazione essi si portano in A', B', C'. Mediante una 
seconda traslazione essi vengono in A”, B", C". Mediante una suc¬ 
cessiva traslazione, essi giungono in A'", B'", C"', ecc. 

In causa di queste successive traslazioni, tutti i punti del sistema 
avranno descritto dei poligoni uguali coi lati rispettivamente paral¬ 
leli, cioè i poligoni A A' A” A'"....; B B' B" B'", ecc. 

Se paragoniamo la posizione iniziale del sistema con l’ultima che 
assume in virtù della serie di traslazioni, vedremo facilmente che 
tanto le rette omologhe, come i piani omologhi, rimangono paralleli. 

65. Quando le traslazioni consecutive divengono infinitamente 

piccole, i predetti poligoni si cangiano in curve uguali, cogli elementi 
rispettivamente paralleli. Così se il punto A (Fig. 41) del sistema, de¬ 
scrive la curva A A' A" A'", tutti gli altri punti, come B, C... de¬ 
scriveranno le curve uguali B B' B" B’"....; C C' C" C"'. 

Una tale traslazione chiamasi curvilinea , per distinguerla dalla pre¬ 
cedente che dicesi anche rettilinea. In particolare la traslazione cur¬ 
vilinea si dirà circolare , ellittica , cicloidale , ecc., secondochè le trajet- 
torie descritte dai punti del sistema saranno circoli, ellissi, ci¬ 
cloidi, ecc. 

Supponiamo di avere due ruote uguali girevoli intorno ai loro 
centri M, N (Fig. 42). Se una sbarra AB parallela ad MN, è con¬ 
giunta a snodo nei due punti A, B delle due ruote, ed una di esse 
ruota intorno al proprio centro, anche 1’ altra dovrà ruotare ugual¬ 
mente intorno al proprio centro, e la sbarra AB compirà una trasla¬ 
zione circolare. Un punto qualunque C congiunto invariabilmente 
colla sbarra A B dovrà pure descrivere un circolo uguale a quelli 
descritti dai punti A, B. Il centro F di esso si ottiene costruendo 
il triangolo MNP uguale ad ABC. 

Per citare un altro esempio di traslazione curvilinea supponiamo, 
che le due menzionate ruote sieno le due ruote accoppiate di una 
locomotiva congiunte tra loro mediante la sbarra AB. Nel rotola¬ 
mento delle ruote sulla rotaia, i due punti A, B, descrivono due ci- 
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cloidi uguali; e però la sbarra AB sarà animata di una traslazione 
cicloidale. Ogni altro punto congiunto colla detta sbarra descriverà 
un’altra cicloide uguale. 

È evidente che anche nella traslazione curvilinea le rette omologhe 
ed i piani omologhi rimangono sempre paralleli. 

Ad ogni traslazione curvilinea possiamo sostituire una traslazione 
rettilinea, la cui direzione e lunghezza è data dalla corda dell'arco 
descritto da un punto qualunque del sistema invariabile. Questa 
traslazione dicesi equivalente alla traslazione curvilinea, perché en¬ 
trambe hanno per effetto di trasportare il sistema invariabile dalla 
posizione iniziale all’ultima definitiva. 

66. Passiamo al moto di rotazione. 

Quando un sistema invariabile gira intorno ad una delle sue rette, 
questo moto dicesi rotazione. La retta, intorno cui avviene la rota¬ 
zione, dicesi asse. L’angolo, di cui gira un punto qualunque del si¬ 
stema, dicesi ampiezza della rotazione. Tutti i punti del sistema situati 
sull’asse non hanno alcun moto, rimangono cioè in quiete. Tutti gli 
altri punti descrivono archi di circoli situati in piani normali all’asse. 

I centri di questi circoli sono nell’incontro dell’asse coi piani me¬ 
desimi, ed i loro raggi sono dati dalla distanza dei rispettivi punti 
dall’asse stesso. La rotazione può avvenire per un verso o pel verso 
opposto. In un caso si dirà positiva, nell’altro negativa. 

Noi riterremo positiva la rotazione dalla sinistra a destra, come 
quella delle lancette di un orologio. 

67. Le velocità dei punti di un sistema invariabile che ruota 
intorno ad un asse, in un istante qualunque, sono proporzionali alle 
distanze di questi punti dall’asse di rotazione. 

Intatti sia 0 (Pig. 43) la proiezione dell’asse di rotazione sopra 
un piano perpendicolare all’asse stesso. Consideriamo due punti qua¬ 
lunque del sistema, le cui proiezioni siano A, B, e le cui distanze 
dall’asse denoteremo con r, r'. In virtù della rotazione i detti punti 
descrivono gli archi circolari A A’, B B' col centro in 0 ; talché il 
triangolo invariabile OAB si sarà trasportato in OA'B'. Essendo 
uguali i due angoli AOA', BOB' ne risulta, che i due archi pre¬ 
detti A A', B B', staranno come i loro raggi, quindi si avrà: 

A A'_ r 

ÌTb' ~V‘ 

Possiamo supporre che questa rotazione avvenga con moto uniforme, 
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quindi si avrà, chiamando v, v’ le velocità dei due punti A, B : 

A A' v 

B~B'~ ~1F~ 

e per ultimo: 

v r 

v ' r‘ 

la quale sussiste anche se la rotazione dura un istante infinitamente 
piccolo, quindi essa dimostra quanto abbiamo asserito. 

68. Prendiamo r' come unità di misura, e però r' = 1, e deno¬ 
tiamo con tu la velocità corrispondente v'. 

La velocità cu con cui ruota un punto qualunque del sistema, alla 
distanza 1 dall’ asse dicesi velocità angolare. Con queste notazioni 
l’ultima proporzione può scriversi: v = r . cu. Questa equazione dice: 
la velocità di un punto qualunque del sistema che ruota intorno ad 
un asse, è uguale al prodotto della velocità angolare pel raggio di 
rotazione corrispondente a quel punto. 

69. Supponiamo che l’asse di rotazione passi a distanza infinita. 
Allora il raggio di rotazione diviene infinito, e l’ampiezza della ro¬ 
tazione si riduce a zero. Quindi in tal caso particolare la rotazione 
si cangia in una traslazione. Possiamo dunque considerare la trasla¬ 
zione come caso particolare della rotazione, in cui l’asse è a distanza 
infinita nella direzione perpendicolare alla traslazione. Infatti se la 
retta AB (Fig. 44) del sistema, mediante la traslazione A A', passa 
in A' B', possiamo ritenere questo moto come una rotazione avvenuta 
intorno ad un centro situato a distanza infinita nella direzione per¬ 
pendicolare alla traslazione A A'. 

70. Quando un sistema invariabile ruota intorno ad un asse 
OZ (Fig. 45) con una data velocità angolare w, e per un dato verso, 
possiamo con un solo segmento rettilineo rappresentare gli elementi 
di questa rotazione. Basta a tale uopo portare sopra l’asse di rotazione, 
a partire da una origine fissa 0, un segmento OA, proporzionale alla 
velocità angolare cu, e per il verso tale che un osservatore, il quale 
abbia la testa nel punto A ed i piedi all’origine 0, veda sempre la 
rotazione effettuarsi nel verso positivo, cioè delle lancette di un oro¬ 
logio. Sicché se avremo una rotazione nel verso indicato dalla freccia 
f, dovremo portare il segmento 0 A superiormente al piano normale 
all’asse e passante per 0. Se la rotazione avvenisse pel verso opposto, 
allora per la detta convenzione dovremmo portare il segmento OA 
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in direzione opposta. Da ciò concludesi che, come le traslazioni, anche 
le rotazioni possono essere rappresentate completamente da segmenti 
rettilinei, che indicano la direzione dell’asse, la velocità angolare ed 
il verso della rotazione. Questo segmento si dirà il segmento rappre¬ 
sentativo della rotazione. 


Capitolo IV. 

Moto di un sistema invariabile 
che si mantiene parallelo ad un piano fisso 
ed equidistante da esso. 

71. Discorso del moto di un sistema invariabile in generale, e 
particolarmente dei moti semplici di traslazione e di rotazione, pas¬ 
siamo a trattare di altri moti più complessi, assai importanti per le 
nostre future ricerche. Incomincieremo dal moto di un sistema in¬ 
variabile, il quale si muove rimanendo costantemente parallelo ad un 
piano fisso, e conservando sempre la stessa distanza dal piano medesimo. 

Intersecando il sistema invariabile con un piano parallelo al piano 
fisso, otteniamo una certa sezione piana, la quale si muove unitamente 
al sistema senza mai abbandonare quel piano segante, ossia si muove 
rimanendo costantemente in quel piano. 

Possiamo dunque dire che nel definito moto del sistema, una sua 
sezione piana, parallela al nominato piano fisso, si muove nel piano 
segante. Siccome ad ogni posizione presa dalla detta sezione, corri¬ 
sponde una determinata posizione del sistema, così, per studiare il 
moto in quistione, basterà considerare il moto di questa sezione piana 
nel proprio piano. In tal modo noi veniamo a semplificare notevol¬ 
mente lo studio del detto moto, riducendolo al moto di una figura piana 
che si muove nel proprio piano. Un tale moto, per maggior brevità 
di discorso, lo chiameremo moto piano. La sezione piana si chiamerà 
sistema piano invariabile. • 

Esaminando attentamente il moto dei singoli pezzi componenti le 
macchine, si scorge facilmente che essi si muovono per lo più di moto 
piano. 

72. I teoremi generali riferentisi al moto qualunque di un si- 
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sterna invariabile, che abbiamo dimostrati nel Capitolo precedente, si 
semplificano pel moto piano nel seguente modo. 

Intanto è evidente che la posizione di un sistema piano invariabile, 
nel proprio piano, ò perfettamente individuata, quando si conoscono 
le posizioni di due soli punti di esso. 

Il moto piano è completamente determinato, quando si conoscono 
le traiettorie di due punti del sistema piano invariabile. Infatti siano 
A, B (Fig. 46) due punti del sistema piano. Se questi si portano in 
A', B', un terzo punto M qualunque del sistema dovrà pervenire nella 
posizione M', che si otterrà costruendo il triangolo A' B' M' uguale 
e similmente posto al triangolo invariabile ABM. Quindi se il si¬ 
stema si muove comunque nel suo piano, ed i due punti A, B, de¬ 
scrivono le traiettorie A A', BB', anche il punto M dovrà descrivere 
una determinata traiettoria MM', che dipenderà dalle due traiettorie 
A A', BB'. 

Infine possiamo dire che il passaggio di un sistema piano da una 
posizione in un’altra qualunque nello stesso piano è pienamente de¬ 
terminato, quando si conoscono due coppie di punti omologhi. 

Così se i due punti A, B del sistema passano nei loro omologhi 
A', B\ ogni altro punto M del sistema verrà a coincidere col suo 
omologo M'. 

73. Nel caso particolare, in cui una coppia di punti omologhi 
rimangano coincidenti, ossia che vi sia un punto doppio, per il detto 
passaggio basta conoscere solamente un’altra coppia di punti omologhi. 

Così se i due punti omologhi A A' (Fig. 47) coincidono, il passaggio 
dall’una all’altra posizione sarà determinato conoscendo la coppia dei 
punti omologhi B, B'. Difatti ogni altro punto, come M, passerà in 
M', costruendo il triangolo A' B' M' uguale e similmente posto al 
triangolo invariabile A B M. 

Come vedesi, in tal caso si ha una rotazione del sistema piano nel 
proprio piano intorno al punto doppio A, che dicesi anche centro di 
rotazione. 

74. Nel moto piano sussiste il seguente importantissimo Teorema: 

Un sistema piano che muovesi nel proprio piano , può passare da 

una posizione in un’altra qualunque , mediante una semplice rota¬ 
zione intorno ad un determinato centro. 

Sia A B (Fig. 48) la retta che determina la posizione del sistema 
piano invariabile. Supponiamo che codesta retta passi in una posizione 
qualunque del piano, ad es., A' B'. 
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11 punto A potrà passare in A', mediante una rotazione intorno ad 
un centro qualunque situato sulla perpendicolare condotta dal punto 
di mezzo A m della congiungente i due punti omologhi A, A' a questa 
stessa retta. Similmente il punto B potrà passare in B', ruotando 
intorno ad un centro qualunque situato sulla perpendicolare condotta 
dal punto di mezzo B m della congiungente i due punti omologhi B, B’, 
a questa retta. Le due sopradette perpendicolari s’ intersechino nel 
punto 0. È facile dimostrare che il sistema piano potrà passare dalla 
prima alla seconda posizione, mediante una rotazione intorno al detto 
punto 0. Infatti i due triangoli 0 A B, 0 A'B' sono uguali, perchè 
hanno i lati rispettivamente uguali. Cioè: AB = A'B' per ipotesi; 
0A = 0 A', perchè il punto 0 si trova sulla perpendicolare condotta 
da A m ; finalmente OB = OB', perchè il punto 0 si trova anche sulla 
perpendicolare condotta da B ra . 

Dunque se il triangolo OAB ruota intorno al centro 0, per modo 
che il lato OA venga in OA', i due nominati triangoli verranno a 
sovrapporsi, e quindi il lato A B verrà a coincidere col suo omologo 
A'B'. Per conseguenza ogni altro punto del sistema verrà a coincidere 
col suo omologo. 

Con ciò rimane dimostrato l’enunciato Teorema. 

Come vedesi, il centro della nominata rotazione trovasi nel punto 
d’incontro delle due perpendicolari condotte dai punti di mezzo delle 
congiungenti di due coppie di punti omologhi, e potremo sempre de¬ 
terminarlo colla indicata costruzione. 

Nel centro 0 trovansi riuniti due punti omologhi delle due posi¬ 
zioni del sistema, perciò esso è il punto doppio delle due posizioni. 
Giova notale che è allatto indifferente che la rotazione avvenga per 
un verso o pel verso opposto. Se nel primo caso il sistema ruota di 
un angolo a, nel secondo ruoterà di un angolo 360° — a. 

75. Per comprendere tutta la portata del sopra enunciato capi¬ 
talissimo Teorema, gioverà aggiungere qualche altro schiarimento. 

Sieno A B, A' B' (Fig. 49) le rette omologhe delle due posizioni 
assunte dal sistema piano. Il punto d’incontro C delle due nominate 
rette può considerarsi come appartenente tanto alla retta A B, come 
alla retta A' B'. Se lo considereremo come appartenente alla retta A'B', 

10 designeremo con D'. Al punto C della retta AB, corrisponde il 
punto omologo C' della retta A' B', determinato in modo che sia 
B C = B' C\ Analogamente al punto D' della retta A' B\ corrisponde 

11 punto omologo D della retta AB, per modo che sia A' D'= AD. 
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Da ciò risulta che i duo segmenti D C e D' C' sono uguali ed omo¬ 
loghi. 

Nel passaggio di AB in A'B', il segmento DC verrà a coincidere 
col segmento omologo D' C'. Ora per effettuare tale passaggio, basta 
che il sistema ruoti intorno al centro 0, determinato dall’incontro delle 
due perpendicolari elevate dai punti di mezzo delle rette DD', OC', 
cioè D m , Cui. Per tale rotazione, i punti A, B, come qualunque altro 
punto del sistema, dovranno descrivere degli archi concentrici in 0. 
Perciò questo centro deve trovarsi anche nell’incontro delle perpen¬ 
dicolari condotte dai punti di mezzo A m , B m delle corde A A', BB', 
come si è detto precedentemente. 

76. Ciò che abbiamo detto del punto C, può dirsi di tutti gli 
altri punti del piano, cioè che ciascuno di essi può appartenere tanto 
all’una quanto all’altra posizione del sistema. Da ciò risulta che i 
punti omologhi sono in generale diversi. Ma a questa regola fa ec¬ 
cezione il solo punto 0, perchè in esso trovansi riuniti due punti 
omologhi. Giacché al punto 0 della prima posizione del sistema cor¬ 
risponde precisamente lo stesso punto anche nella seconda posizione. 
Possiamo dunque dire che nel moto considerato vi sono sempre due 
punti omologhi coincidenti, ossia un punto doppio. 

77. Dalla enunciata proprietà consegue il seguente noto Teo¬ 
rema di Geometria, che viene così confermato dalla Cinematica: se 
si congiungono i punti omologhi di due figure piane congruenti, co¬ 
munque situate nello stesso piano, e si conducono le perpendicolari 
dal punto di mezzo delle congiungenti stesse alle medesime, tutte 
quelle perpendicolari s’intersecano in un unico punto, che è il punto 
doppio delle due Figure. 

Concludesi da ciò, che: 

Due sistemi piani congruenti , comunque situati in un piano , hanno 
sempre un punto doppio. 

78. Nella determinazione del soprannominato centro di rotazione, 
ossia punto doppio, potrebbe darsi che le due perpendicolari anzidette 
venissero a coincidere insieme. Ciò avviene quando le congiungenti 
dei punti omologhi sono parallele ed ugualmente inclinate alle rette 
omologhe, come nelle Figure 50 e 51. In tal caso, il centro di ro¬ 
tazione trovasi nell’incontro 0 delle due rette omologhe AB, A'B'. 
Poiché se la retta OAB ruota intorno al centro 0, sinché il punto A 
viene in A', allora il punto B dovrà venire a coincidere col suo omologo 
B', talché la retta AB, in virtù di tale rotazione, passerà in A' B’. 
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79. Potrebbe anche succedere che le due rette omologhe A B, 
A' B' fossero parallele, come nella Fig. 52. In tal caso le due per¬ 
pendicolari condotte dai punti di mezzo Am, B m delle congiungenti 
delle due coppie di punti omologhi sono parallele e quindi s’inter¬ 
secano a distanza infinita. Ciò significa che il centro di rotazione 
passa a distanza infinita. La rotazione si cangia in tal caso partico¬ 
lare in una semplice traslazione (num. 69). Difatti sappiamo che se 
la retta AB si deve trasportare nella posizione parallela A' B', essa 
vi può giungere mediante una traslazione rappresentata da A A'. 

80. Noi abbiamo supposto precedentemente che le due posizioni 
del sistema piano fossero a qualunque distanza fra loro. Ora imma¬ 
giniamo che esse sieno infinitamente vicine tra loro. Evidentemente 
anche in tal caso, il sistema potrà passare dalla prima alla seconda 
posizione, mediante una semplice rotazione intorno ad un centro, che 
si determina colla esposta regola generale (num. 74). 

In tal caso però la rotazione in luogo di avere una ampiezza finita, 
è infinitamente piccola, e, poiché dura un istante infinitamente piccolo, 
quel centro si denomina il centro d'istantanea rotazione. 

81. Vediamo come si possa determinare questo centro d’istan¬ 
tanea rotazione. 

Supponiamo che nel moto continuo qualunque del sistema piano 
i due punti A, B (Fig. 53) descrivano le trajettorie MAN, KBS; e 
che nell’istante attuale il sistema si trovi nella posizione determinata 
dalla retta AB. In questo istante la retta AB per passare nella po¬ 
sizione infinitamente vicina A' B', dovrà ruotare intorno al centro di 
istantanea rotazione corrispondente, il quale per il teorema generale 
dimostrato si troverà in C, cioè nel punto d’incontro delle due perpen¬ 
dicolari condotte dai punti di mezzo A m , Bm dei latercoli infinitesimi 
A A', B B' delle medesime trajettorie. Ora supponendo che i due ele¬ 
menti A A', BB' delle due trajettorie divengano infinitamente piccoli, 
evanescenti, le perpendicolari A m C, B m C si accosteranno sempre più 
alle normali AO, BO delle trajettorie considerate MN, NS, nei punti 
A,B. Quindi al limite, il centro di istantanea rotazione verrà a coinci¬ 
dere col punto d’incontro delle suddette normali. 

Da ciò si ricava il seguente importantissimo Teorema: 

Il centro di istantanea rotazione per ogni singola posizione del 
sistema piano moiile si trova nell'incontro delle normali alle trajet¬ 
torie descritte da due 'punti del sistema, e condotte rispettivamente da 
codesti due punti. 
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Mediante questo Teorema di grandissima importanza, come si vedrà 
in seguito, noi possiamo addentrarci più profondamente nello studio del 
moto continuo di un sistema piano, che muovesi nel proprio piano, 
ossia, come lo abbiamo denominato, del moto piano. 

82. Immaginiamo che un sistema piano, congiunto invariabil¬ 
mente ad una retta AB (Fig. 54), obbedendo ad una legge qualunque, 
si muova nel proprio piano di moto continuo. Esso passerà da una 
posizione qualunque in un’ altra infinitamente vicina, che d’ora in¬ 
nanzi chiameremo consecutiva; da questa seconda posizione passerà 
nell’altra consecutiva ; da questa terza alla consecutiva, e così di se¬ 
guito per tutto il moto continuo che si considera. 

Per il Teorema or ora dimostrato, il passaggio dalla prima posi¬ 
zione alla consecutiva, avverrà mediante una rotazione infinitesima, 
intorno al centro d’istantanea rotazione, che sappiamo trovare, e che 
rappresenteremo in C x . Il passaggio dalla seconda posizione alla con¬ 
secutiva avverrà mediante una rotazione infinitesima intorno ad un altro 
centro d’istantanea rotazione, che supporremo sia C 2 . Il passaggio 
dalla terza posizione alla consecutiva si effettuerà pure mediante una 
rotazione intorno ad un nuovo centro d’istantanea rotazione che sup¬ 
porremo sia C 3 . E così di seguito per tutta la durata del moto. Con¬ 
cludiamo da ciò che il sistema piano ruota successivamente intorno 

i vari centri d’istantanea rotazione Cj, C 2 , C 3 . Riunendo insieme 

tutti questi vari centri otteniamo una linea poligonale CjC 2 C 3 C 4 ... 

Ma siccome quelle posizioni consecutive del sistema sono infinitamente 
vicine tra loro, ne segue che anche i punti Cj, C 2 , C 3 ... sono infinita¬ 
mente vicini, talché al limite, quel poligono si cangierà in una linea 
curva. La quale si può definire come il luogo geometrico dei successivi 
centri d’ istantanea rotazione. Essa dipende unicamente dalla legge 
del moto piano, impresso al sistema. 

83. Mentre il sistema piano effettua la rotazione infinitesima 
intorno al corrispondente centro d’istantanea rotazione, un punto di 
esso coincide con quel centro medesimo. 

Così nel passaggio dalla posizione iniziale determinata dalla retta 
AB, alla posizione consecutiva, il centro d’istantanea rotazione cor¬ 
rispondente C, coincide nell’istante medesimo con un punto che de¬ 
noteremo con Yi del sistema piano. Poi nel passaggio dalla seconda 
posizione alla consecutiva, dovendo il sistema ruotare intorno al centro 
d’istantanea rotazione C 2 , un punto del sistema che noteremo con Y 2 
dovrà coincidere in questo istante con C 2 . Analogamente quando il 
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sistema piano ruoterà intorno al centro C 3 per passare dalla terza 
posizione nella consecutiva, un altro punto del sistema che diremo Y 3 
dovrà coincidere nell’istante medesimo con C 3 . E così indefinitamente, 
otterremo altri punti j 4 , f 5 ... che verranno man mano a coincidere 
coi centri d’istantanea rotazione C 4 , C 5 ... 

Se noi riportiamo tutti questi punti Y21 T31 Tr. nella posizione 

iniziale del sistema, otterremo una nuova curva Y1Y2Y3. tracciata 

nel sistema. Questa curva può definirsi come il luogo geometrico di 
tutti quei punti appartenenti al sistema piano mobile, i quali ven¬ 
gono successivamente a coincidere coi predetti centri d’istantanea ro¬ 
tazione C„ C 2 , C 3 ..„ 

84. Avvenuta la rotazione infinitesima del sistema piano intorno 
al centro Cj, il punto y« sar ^ venuto a coincidere con C 2 . Poi suc¬ 
cedendo la rotazione infinitesima del sistema intorno al centro C 2 , il 
punto Y 3 verrà a coincidere con C 3 . Compiuta la rotazione infinite¬ 
sima intorno al centro C 3 , il punto fi verrà a coincidere con C 4 ; e 
così indefinitamente. D’onde si scorge che gli elementi: YiYjt Y2Y3» 
Y3Y4 ecc. della curva Y1Y2Y3 ecc. sono rispettivamente uguali agli 
elementi 0 , 0 . 2 , C. 2 C 3 , 0 3 0 4 ecc. della curva CjC 2 C 3 .... 

Di più possiamo dire che il moto del sistema piano può effettuarsi, 
facendo rotolare la curva Y 1 Y 2 Y 3 — invariabilmente congiunta col si¬ 
stema, sulla curva C,C 2 C 3 ... fissa nel piano del moto. 

La curva CjCLOa si denomina la linea fissa; la curva Y1Y2Y3— l a 
linea rotolante. Così siamo pervenuti al seguente importante Teorema: 

Qualunque sia la legge del moto piano continuo , esso può sempre 
effettuarsi , facendo rotolare una certa linea appartenente al sistema 
piano , sopra un'altra linea fissa nel piano del moto. 

85. Per meglio comprendere l’enunciato Teorema, gioverà ad¬ 
durre alcuni esempii, che ci saranno molto utili in seguito. 

1° Supponiamo che un sistema piano si muova nel proprio 
piano, mantenendo costantemente il punto A di esso sulla retta fissa 
OX (Fig. 55), ed il punto B sulla retta fissa OT perpendicolare ad 
OX. La legge del moto piano è così perfettamente determinata, perchè 
lo è quello della retta AB, invariabilmente congiunta col sistema. 
Tiintracciamo quali siano le linee, fissa e rotolante in questo moto 
piano. 

Sia AB la posizione attuale della congiungente i due punti A, B. 
Siccome il punto A scorre sulla retta OX, il centro d’ istantanea 
rotazione si troverà sulla normale innalzata da A alla OX, trajet- 
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toria di A. Analogamente il punto B, muovendosi sulla retta OY, il 
centro d’ istantanea rotazione dovrà trovarsi sulla normale condotta 
da B alla OY. Quindi nell’incontro C, delle due normali alle traiet¬ 
torie descritte dai punti A, B, otterremo il centro d’istantanea rota¬ 
zione (Num. 81). Nel momento considerato dunque il sistema ruota 
intorno al centro d’istantanea rotazione C. 

In modo analogo potremo trovare il centro d’istantanea rotazione 
C' corrispondente a qualunque altra posizione assunta dalla retta AB, 
ad esempio A'B'. 

86. Vediamo che specie di linea sia il luogo geometrico dei 
centri d’istantanea rotazione, nel moto piano in quistione. 

Il quadrilatero OACB è un rettangolo per costruzione. La retta AB 
è una delle sue diagonali; essa deve essere uguale all’altra diago¬ 
nale OC. 

Ora noi abbiamo ragionato sopra una posizione qualunque del si¬ 
stema piano; e se ripeteremo lo stesso ragionamento sopra un’altra 
posizione qualunque, ad es. A'B', troveremo che il corrispondente 
centro d’istantanea rotazione è C'; e che nel nuovo rettangolo OA'C'B', 
la diagonale OC' è uguale alla diagonale A'B', ossia uguale alla 
lunghezza invariabile AB. 

Quindi il luogo geometrico di C, dei successivi centri d’istantanea 
rotazione è il circolo di centro 0, e di raggio AB. Questo circolo 
sarà dunque la linea fissa. 

87. Vediamo quale sia la linea rotolante nel moto piano in 
esame. 

Nella posizione che abbiamo considerato precedentemente, il punto 
del sistema che coincide col centro d’istantanea rotazione C, e che 
indicheremo con y, è, come vedesi, il vertice dell’ angolo retto del 
triangolo rettangolo ABC, avente per ipotenusa la retta costante AB. 

La stessa cosa avviene qualunque sia la posizione assunta dal si¬ 
stema nel prescritto moto. Ma il luogo geometrico dei punti y, cioè 
del vertice dell’angolo retto di tutti i triangoli rettangoli che hanno 
per ipotenusa la retta AB, è un circolo avente per diametro la 
retta AB. Dunque questo circolo sarà la linea rotolante. 

Concludiamo da ciò che il moto considerato può effettuarsi, facendo 
rotolare il circolo di diametro AB congiunto al sistema, internamente 
al circolo di centro 0 e di raggio AB. 

88. 2° Generalizziamo il predetto moto piano, supponendo che 
le due rette OX, OY, non sieno tra loro perpendicolari, ma formino 

Tessasi, Cinematica. 
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un angolo qualunque, come vedesi nella Fig. 56. 11 sistema si muove 
mantenendo il suo punto A sulla retta fissa OX, ed il suo punto B 
sulla OY. 

11 centro d’ istantanea rotazione nella posizione attuale è C, in¬ 
contro delle due normali alle rette OX, OY traiettorie dei punti A, 
B, condotte dai punti A, B. 

Vediamo quale sia il luogo geometrico dei centri d’istantanea ro¬ 
tazione, ossia la linea fissa. Il quadrilatero OABC' è inscrittibile nel 
circolo di diametro OC, perchè i due angoli OAC, OBC sono an¬ 
goli retti. 

Sia D il centro di questo circolo; sarà DA = DB; per conseguenza 
il triangolo ABD è isoscele. Da esso ricaviamo, denominando X l'an¬ 
golo formato dalle due rette OX, OY, e notando, che l’angolo 
ADB = 2X: 

AB = AD. sen X — -^-OC. sen X. 

C Ci 

Da cui si ricava: 

OC = — 
senX 

Dunque OC è costante per qualunque posizione della retta AB, 
giacché dipendente da AB, e X che sono costanti. Consegue che il 
centro d’istantanea rotazione C, è sempre alla stessa distanza dal 
centro 0, e perciò la linea fissa è un circolo di centro 0 e di dia¬ 
metro OC — —. 

senX 

Dunque nel moto considerato la linea fissa è un circolo. Se X = 90°, 
l’ultima formola diviene 0C = AB, come deve essere, perchè rica¬ 
diamo nel caso esaminato prima. 

89. Veniamo alla determinazione della linea rotolante nel moto 
in esame. 

Nel momento che si considera, col centro d’istantanea rotazione C, 
coincide il punto y appartenente al sistema piano. Ora l’angolo AyB 
è uguale all’ angolo XOY, ossia X. Ma l’angolo X essendo costante, 
sarà pure costante l’angolo AyB, qualunque sia la posizione del si¬ 
stema. Dunque il punto t deve essere il vertice di un triangolo, che 
ha la base costante AB, e l’angolo opposto in y uguale a X. Il luogo 
geometrico di tutti questi vertici, ossia dei punti y, è lo stesso cir¬ 
colo OABC, perchè tutti i punti della sua circonferenza congiunti 
coi punti A, B, dànno sempre angoli uguali a X. Per conseguenza 
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la linea rotolante è un circolo, il cui diametro è uguale al raggio 
del circolo fisso. Quando le due linee, fissa e rotolante assumono la 
forma circolare, esse diconsi rispettivamente: deferente ed epiciclo. 

Concludiamo da ciò che il definito moto piano, può effettuarsi, 
facendo rotolare l’epiciclo OABC internamente al deferente di rag¬ 
gio OC, e di centro 0. 

90. Sieno A, B (Fig. 57) i due punti del sistema piano che muo- 
vonsi sulle due rette fisse direttrici OX, OY formanti tra loro un angolo 
qualunque. Trovisi come si disse precedentemente, il deferente e l’epi¬ 
ciclo, mediante i quali si può effettuare codesto moto. 

Dal punto 0 conducasi la OZ perpendicolare alla OX. Essa incontri 
l’epiciclo nel punto E. Nel moto considerato il punto E deve percorrere 
la retta OZ, perchè obbligando i due punti A, E del sistema a scorrere 
lungo le rette OX, OZ, tra loro perpendicolari, si ottiene lo stesso epi¬ 
ciclo e lo stesso deferente (num. 85-87). 

Dunque in luogo della direttrice OY potremo, sostituire la direttrice 
OZ, prendendo in luogo del punto B il punto E. Perciò potremo ridurre 
il moto piano definito da due direttrici rettilinee comunque inclinate, 
al moto piano precedente di due direttrici rettilinee tra loro perpendi¬ 
colari. 

91. Ciò si verifica qualunque sia l’inclinazione della retta OY”. 
Dunque nel rotolamento dell’epiciclo nell’interno del deferente, un 
punto B qualunque dell’epiciclo deve sempre muoversi lungo il dia¬ 
metro del deferente passante per B. 

Si ha cosi il Teorema: 

Se un circolo rotola nell'interno di un altro circolo di raggio doppio , 
impunto qualunque del 1° circolo descrive il diametro del 2°, passante 
per quel punto. 

Questa è un’importantissima proprietà che trova numerose applica¬ 
zioni nei meccanismi, come vedremo in seguito. 

92. Potrebbesi domandare con qual legge si muove un punto qua¬ 
lunque preso sull’epiciclo, quando il centro di questo ruota di moto 
uniforme. È facile vedere che esso si muove di moto armonico. Infatti, 
sia A (Fig. 58) il punto preso sull’epiciclo OA, rotolante sul defe¬ 
rente ACA' di raggio doppio. Il punto A descrive come si è detto il dia¬ 
metro AOA'. 

Dopo un rotolamento qualunque dell’epiciclo, sia C il punto di at¬ 
tuale contatto dei due circoli, ed M la posizione presa dal punto A. 
Uniscasi M con C. La retta MC risulta evidentemente perpendicolare al 
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diametro AA\ Dunque il punto M è la proiezione di C sopra il dia¬ 
metro AA'. Ma per ipotesi il punto di contatto C si muove di moto uni¬ 
forme, quindi la proiezione di esso si muove di moto armonico, come si 
è asserito. 

93. Procediamo all’esame di altri esempii di moti piani utilis¬ 
simi in seguito. 

3° Un sistema piano si muove nel proprio piano, mantenendo 
due dei suoi punti A, B (Fig. 59) rispettivamente sopra due date curve 
direttrici: AM, BN qualunque. Il moto piano è così pienamente 
definito. 

Si domanda quali siano in tal moto le due linee: rotolante e fissa. 

Sia AB la congiungente dei due dati punti del sistema nella posi¬ 
zione iniziale. Il centro d’istantanea rotazione corrispondente a codesta 
posizione trovasi, come abbiamo detto, nell’incontro C delle due nor¬ 
mali alle trajettorie descritte dai punti A, B, cioè AM, BN, e condotte 
dai punti A, B. Il punto C appartiene alla linea fissa. 

I due punti A, B, muovendosi lungo le due dette curve direttrici, 
pervengano ad es. nella posizione A',B'. 11 centro d’istantanea rotazione 
corrispondente all’attuale posizione si troverà come prima, nell in¬ 
contro C' delle due normali alle trajettorie condotte rispettivamente 
da A', B\ 

In modo analogo si troveranno i centri d’istantanee rotazioni corri¬ 
spondenti a qualsivoglia altra posizione della retta AB. La linea pas¬ 
sante per tutti questi punti sarà la linea fissa CO'C" ecc. 

94. Per costruire la linea rotolante, osserviamo che nella posi¬ 
zione iniziale, il punto y del sistema coincide col punto U. Dunque 

Y sarà un punto della curva rotolante. 

Per trovare gli altri punti della linea medesima supponiamo che 
la retta AB passi in A' B'. Per tale posizione il punto y' della linea 
rotolante coincide col centro d’istantanea rotazione C'. Riportando il 
punto C', vertice del triangolo A' B' C' nella posizione iniziale del 
sistema; cioè portando il detto triangolo in modo, che il lato A'B' 
venga a sovrapporsi al lato AB, il detto punto C' assumerà la posi¬ 
zione f'- Questo è un secondo punto della linea rotolante. In modo 
analogo potremo costruire tutti gli altri punti della linea ìotolante 

Y y’ y”-- e he perciò resterà determinata. 

95. U definito moto piano trova numerose applicazioni, spe¬ 
cialmente quando le due curve direttrici divengono circoli. Infatti 
supponiamo che due bracci E A, DB (Fig. 60) possano ruotare in- 
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torno ai centri fissi E, D. e che le loro estremità A, B sieno tra 
loro congiunte a cerniera mediante una sbarra rigida AB. Il moto 
rotatorio di un braccio, ad es. E A, cagionerà il moto pur rotatorio 
dell’altro braccio DB. Talché la sbarra AB dovrà muoversi mante¬ 
nendo i due suoi punti A, B, sopra i due circoli descritti dai punti 
medesimi A, B, coi loro centri in E, D. Otteniamo così un caso par¬ 
ticolare del moto piano esaminato precedentemente. 

Conducendo la retta ED ne risulta un quadrilatero EABD, il 
quale a motivo delle congiunzioni a snodo od a cerniera ai quattro 
vertici, dicesi quadrilatero articolato. Di questo importantissimo mec¬ 
canismo dovremo parlare ampiamente quando tratteremo dei sistemi 
articolati. 

96. Passiamo ad un 4° esempio di moto piano. Un sistema piano 
si muove nel proprio piano, mantenendo uno dei suoi punti, come, 
ad es., A, sopra una data retta fissa direttrice B D (Fig. 61); mentre 
una delle sue rette, come ad es. AP, è costretta a passare costante- 
mente per un punto fisso 0 nel piano del moto. Chiameremo per 
maggior brevità il moto così definito, moto concoidale, perchè, come 
è noto dalla Geometria delle curve, un punto qualunque della retta 
AP descrive una concoide di Nicomede. 

Sia AP una posizione qualunque della retta del sistema piano, la 
quale individua altresì la posizione del sistema stesso. 

11 punto A muovendosi nella retta direttrice BD, il centro d’istan¬ 
tanea rotazione corrispondente alla posizione che si considera, si tro¬ 
verà sulla normale alla traiettoria descritta dal punto A, cioè sulla 
perpendicolare condotta da A alla B D. Inoltre il punto della P A, 
che nell’istante, che si considera, coincide con 0, nel passare da questa 
alla posizione consecutiva, descrive un elemento di traiettoria nella 
direzione OA. Infatti quando la retta AP passa nella posizione con¬ 
secutiva A'P', il punto 0, considerato come appartenente alla AP, 
passa in 0', determinato in modo che sia A' 0' = A 0. Ora questo 
elemento 0 0', al limite, diviene tangente alla retta A P. Quindi la 
normale al detto elemento condotta dal punto 0 è la perpendicolare 
condotta da 0 alla retta OA, ossia la retta OC. L’incontro delle due 
normali AC, OC succede nel punto C. Dunque C sarà il centro di 
istantanea rotazione corrispondente. Procedendo in modo analogo per 
tutte le altre posizioni che assumerà la retta mobile AP, come A'P', 
A" P", ecc., otterremo i corrispondenti centri d’istantanea rotazione 
C', C", ecc. La perpendicolare condotta da 0 sulla direttrice BD, 
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cioè la 0 B, è pure una posizione della retta mobile. 11 centro d’istan¬ 
tanea rotazione corrispondente a questa posizione è, come vedesi fa¬ 
cilmente, il punto 0. Congiungendo tutti questi centri d’istantanea 

rotazione, si ottiene la linea fissa CC'C"0.Evidentemente essa è 

simmetrica rispetto alla retta OB. 

97. La linea fissa OC è una parabola. Infatti assumiamo la 
direttrice BD come l’asse delle x; la perpendicolare condotta da 0 
sulla direttrice, cioè la retta OB, come asse delle y. Sia a la distanza 
0 B del punto fisso 0 alla direttrice. 

Denotiamo con qp l’angolo AOB. Conducendo da 0 la perpendi¬ 
colare alla A0; e da A la perpendicolare alla BD, quelle due per¬ 
pendicolari s’intersecano, come abbiamo veduto, nel punto C della linea 
fissa. Le coordinate del punto C sono: BA = a;; AC = y. Ora dal 
triangolo rettangolo AOB si ha: 

x = a. tang qp.(1) 

Dal triangolo rettangolo OAC si ricava: 

OA 

y — —• 

cos qp 

Essendo 0 A = , si avrà sostituendo nella precedente : 

. ( 2 ) 

Eliminando qp, fra le due equazioni (1), (2) si ottiene l’equazione- 
della linea fissa, che è: 

x l = ay — a 2 .(m) 

la quale, come vedesi, rappresenta una parabola, il cui parametro è 
uguale ad a (1). 


(1) Anche colla Geometria projettiva si può dimostrare che la linea fissa OC 
è una parabola. Infatti i due fasci 0 (A A' A".), 0 (C C' C".) sono proget¬ 

tivi, perchè i loro raggi corrispondenti sono tra loro perpendicolari. Ma il primo 
di questi fasci è intersecato dalla retta BD, secondo la punteggiata A A'A"... 

Conducendo da questi punti le rette parallele A C, A'C 1 , A" C" si ha un. 

fascio di rette col centro a distanza infinita, il quale è proiettivo al fascio 
0 (C C' C".). Dunque il luogo geometrico dei punti d’incontro dei raggi cor¬ 
rispondenti. OC, AC; OC', A'C’; OC", A''C";. dei due nominati fasci pro¬ 
gettivi, cioè dei punti C, C', C".. è una conica passante per il centro dei ri¬ 

spettivi due fasci. E siccome uno di essi centri è situato a distanza infinita, la 
conica deve essere una parabola. 
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98. Vediamo quale sia la linea rotolante nel definito moto con- 
coidale. 

Quando il sistema è individuato dalla posizione A P, si La, come 
abbiamo veduto, in C il centro d’istantanea rotazione corrispondente. 
Con questo centro coincide il punto y appartenente al sistema. Por¬ 
tiamo questo punto, mediante la considerazione del triangolo A OC, 
nella posizione iniziale del sistema. Come posizione iniziale conve¬ 
niente possiamo prendere quella che si ha, quando la retta AP viene 
a porsi sulla retta BO, quando cioè il punto A si trova in B. Quindi 
fatto BH = AO; Hy = OC; By = AC; si otterrà, in y un punto 
della linea rotolante, e precisamente il punto corrispondente a C. 

In modo analogo ottengonsi gli altri punti y', t''-. corrispondenti 

a C', G". Così ottiensi la linea rotolante y t' y" 0, ecc., la quale 

deve passare manifestamente per 0. Anche questa linea è simmetrica 
rispetto alla 0 B. 

99. Cerchiamo l’equazione di questa linea. Riferendola ai pre¬ 
detti assi coordinati, le coordinate di un punto qualunque y di essa 
sono: BQ = x; Qy = */. Detto come prima <p l’angolo AOB, si ha: 

0 A = —= BH= t Q = m. 

Poi dalla Figura si ricava ancora: 


BQ — x — H f = OC = OA. tanga) = Vi s . en 2. 

cos 1 tp 

Eliminando qj fra i due valori trovati delle coordinate x,v si 
ottiene : 

a ! x 2 — y* — o 2 y 2 . 

Questa è l’equazione della linea rotolante. Come vedesi, essa è del 
quarto ordine. 

100. 5° In luogo della direttrice rettilinea considerata preceden¬ 
temente, possiamo prendere una direttrice curvilinea qualunque, come 
MN (Fig. G2). Allora il movimento è definito nel modo seguente: 
un punto del sistema piano è costretto a muoversi lungo una data 
curva MN, mentre una retta del medesimo è obbligata a (passare 
costantemente per un punto fisso 0. Diremo questo movimento per 
brevità: moto concoidale a direttrice curvilinea. 

Sia A il detto punto moventesi sulla direttrice MN, ed AP la 
retta del sistema passante costantemente per 0. 

La anormale alla traiettoria MN descritta dal punto A nel punto 
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A, è A C. La normale all’elemento di trajettoria descritto dal punto 
0, considerato come appartenente alla retta PA, è la OC perpendi¬ 
colare a P A. Queste due normali s’incontrano nel punto C. Esso sarà 
perciò il centro d’istantanea rotazione corrispondente alla posizione 
considerata. Analogamente prendendo altre posizioni della retta AP, 
come A'P', À' f P" si trovano gli altri punti C', C".... della linea fissa. 

101. Sia A'P' una posizione qualunque della retta mobile del 
sistema, alla quale corrisponde il centro d’istantanea rotazione C'. 
Per determinare il corrispondente punto y' della linea rotolante, ri¬ 
ferita alla posizione iniziale del sistema, individuato da AP, si prenda 
il triangolo A'OC', e lo si porti in modo che il lato A'0, venga 
sulla retta AP, ed il punto A' in A. Allora il vertice C' assumerà 
la posizione che deve avere il punto corrispondente f'- 

Questa operazione si eseguisce molto facilmente con un compasso 
a tre punte, che deve caldamente raccomandarsi per facilitare consi¬ 
mili costruzioni. 

Gli altri punti ecc., ottenuti allo stesso modo, darà la linea 

rotolante nel definito moto piano, riferita alla posizione iniziale in¬ 
dividuata dalla retta PA. 

102. Supponiamo come caso particolare che la direttrice qua¬ 
lunque MN divenga un circolo. Sia H il centro (Fig. 63) ed HA il 
raggio di questo circolo. Come prima, sia 0 il punto fisso, pel quale 
passa continuamente la retta AP del sistema. Nella Fig. 63 veggonsi 
disegnate le due linee fissa e rotolante, mediante le quali si può 
effettuare il moto della retta PA. il punto A descrive il suddetto 

circolo, passando successivamente nelle posizioni Aj, A 2 , A 3 .1 

centri d’istantanea rotazione corrispondenti alle posizioni P, A„ P 2 A 2 , 

P 3 A 3 .della retta mobile, sono rispettivamente C lt C 2 , C 3 ...., i quali 

riuniti dànno la linea fissa. Essa risulta evidentemente simmetrica 
rapporto alla retta PA, ed è formata da due rami tangenti in 0. 
La linea rotolante è riferita alla posizione iniziale del sistema de¬ 
terminata dalla retta PA. Col metodo precedente si trovano i punti 
Ti. Ya> Y:j • • • di essa corrispondenti ai centri d’ istantanea rotazione 
C„ C 2 , C 3 ... Riunendo tutti quei punti, si ottiene la linea rotolante 

0 Yi fi .Anch’ essa è simmetrica rispetto alla retta A P, ed è 

costituita da due rami distinti : 0 Yi Y2 • • • e Y. t Tr, w_ 

Di questo moto parleremo più estesamente a suo luogo. Noteremo 
qui solamente che il gambo dello stantuffo nelle macchine a vapore 
a cilindro oscillante è dotato appunto di questo moto. Detta macchina 
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è rappresentata schematicamente nella Fig. 63 bis. L’estremità A del 
gambo dello stantuffo è articolata al bottone della manovella H A, 
ruotante intorno il centro H. La direzione del gambo stesso AP è 
obbligata a passare continuamente pel punto fisso 0, proiezione del¬ 
l’asse d’oscillazione del cilindro RS. 

103. Accenniamo rapidamente altri esempii di moti piani. 

6° Un sistema piano si muove nel proprio piano mantenendo 
un suo punto A (Fig. 64) sopra una data curva direttrice M N, mentre 
una delle sue rette AB, che supporremo per maggior semplicità pas¬ 
sante per A, è obbligata a restare continuamente tangente ad un’altra 
curva fissa PQ. Cerchiamo le linee fissa e rotolante nel moto piano 
così definito. 

Il punto A descrive la trajettoria MN; quindi nella posizione at¬ 
tuale, il centro d’istantanea rotazione dovrà trovarsi sulla normale 
AO condotta da A alla MN. La retta AB è tangente in questo 
istante alla curva PQ nel punto B. Ora il punto della retta AB 
che nella posizione, che si considera, coincide col punto di contatto 
B, tende a descrivere, pel definito moto, un elemento di traiettoria 
die si confonde coll’elemento della curva PQ in B. Quindi la nor¬ 
male a questo elemento sarà la normale alla PQ nel punto B, cioè 
la B C. Dunque C incontro delle due normali sarà il centro d’istan¬ 
tanea rotazione corrispondente alla posizione considerata. 

Supponiamo che la retta mobile A B passi in un’ altra posizione 
qualunque A'B'. Troveremo analogamente il centro d’istantanea ro¬ 
tazione corrispondente C', nell’incontro delle due normali condotte alle 
due curve direttrici nei punti A', B'. Nello stesso modo otterremo 
gli altri centri d’istantanea rotazione C", C'", ecc., i quali riuniti 
insieme daranno la linea fissa 0 C' C" C'". 

104. Riferiamo la linea rotolante alla posizione iniziale del 
sistema, determinata dalla retta AB. Cerchiamo il punto y' della ro¬ 
tolante corrispondente a C' della fissa. A tale uopo si consideri il 
triangolo A'B'C', e, con un compasso a tre punte, lo si porti in 
modo che A' venga in A, il lato A' B' sulla retta AB ; allora il terzo 
vertice C' assumerà la posizione domandata di y'- Analogamente ot¬ 
terremo gli altri punti y'\ t'"- • • della linea rotolante, la quale sarà 
Cy' y" y"'- - • Facendo rotolare questa linea sulla fissa C C' C"..., 
il sistema compirà il moto definito. 

Ì05. Per fissare meglio le idee su onesto moto, possiamo supporre 
che la direttrice, sulla quale scorre il punto A del sistema, sia la retta 





— 58 — 


MN (Fig. 65), e che la curva, alla quale la retta AB del medesimo 
deve rimanere tangente, sia il circolo PQ di centro 0. 

Col metodo precedente si sono tracciate le due linee fissa e rotolante, 
che veggonsi disegnate sulla Figura. La C 4 C 3 OC, BC' G" è la curva 
fissa. 

La rotolante è riferita alla posizione iniziale del sistema individuata 
dalla retta AB, ed è la curva y 4 T»Yi B y' y". 

106. 7° Passiamo al moto piano più generale così definito : 

Un sistema piano si muove nel proprio piano mantenendo due delle 
sue linee costantemente tangenti rispettivamente a due linee direttrici, 
fisse nel piano del moto. Ecco la legge più generale del moto piano. 

Sieno AM, BN (Fig. 66) le due linee appartenenti al sistema piano; 
ed AP, BQ le due linee fisse direttrici sul piano del moto. Scorgesi 
facilmente che nell’istante che si considera, per la indicata legge del 
moto, i punti di attuale contatto A, B, tendono a descrivere elementi 
di trajettorie, che si confondono cogli elementi delle linee direttrici 
in A e B. Perciò le due normali alle trajettorie descritte dai punti 
A, B, coincidono colle normali alle due dette linee in A e B, cioè 
AC, BC. Dunque C sarà il centro d’istantanea rotazione corrispon¬ 
dente alla posizione considerata. 

Per determinare gli altri punti della linea fissa, portiamo le due 
curve del sistema mobile in altre posizioni, sempre tangenti alle due 
curve direttrici ; e conduciamo le normali comuni ai rispettivi punti 
di contatto. 

Sia, ad esempio, A'M'N'B' una di codeste posizioni, e gli attuali 
punti di contatto in A', B'. Le normali alle direttrici fisse in questi 
punti s'intersecano nel punto C', che sarà per conseguenza il corri¬ 
spondente centro d’istantanea rotazione. Allo stesso modo ottengonsi 
gli altri punti costituenti la linea fissa. 

107. Per trovare speditamente la linea rotolante, prendiamo una 
carta lucida, sulla quale disegneremo le curve AM, BN. Su di essa 
carta fisseremo due punti convenienti, come, ad esempio, M, N nella 
posizione iniziale, alla quale riferiremo tutti gli altri punti della 
cercata rotolante. Portiamo questa carta lucida in modo che le di¬ 
segnate curve AM, BN vengano a coincidere colla seconda posizione 
considerata A'M', B'N' e marchiamo sulla carta stessa il punto C'. 
Riponendo la carta lucida nella posizione iniziale, si segni dove cade 
il punto C'. Questo sarà un punto y' della linea rotolante cercata. 
In modo analogo si trovano tutti gli altri punti della linea medesima. 
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108. Le due linee distinte AM, BN potrebbero costituire anche 
lina sola linea. Allora si avrebbe un moto più particolare del pre¬ 
cedente, che vogliamo pure accennare brevemente. 

Sieno AP, BQ (Fig. 67) le due linee direttrici, e le due linee del 
sistema piano si riducano alla sola linea AMBN. Questa linea, nel 
moto del sistema, deve restare tangente alle due direttrici predette. 
Sieno A, B, i punti di attuale contatto della MN colle due direttrici. 

Per passare da questa posizione alla consecutiva i due punti di 
contatto descrivono due elementi di traiettorie situati nelle direttrici. 
Quindi le normali a questi elementi sono AC, BC. Il punto d’incontro 
C di queste due normali è il centro d’istantanea rotazione attuale. 

Portando la curva MN in un’ altra posizione qualunque tangente 
alle due direttrici nei punti A', B', troveremo analogamente il rela¬ 
tivo centro d’istantanea rotazione C' e così per gli altri. 

I punti della linea rotolante si trovano mediante l’impiego della 
carta lucida, come si disse precedentemente. 

109. È molto interessante il caso particolare, in cui le due linee 
direttrici si riducono a due rette, come OX, OY (fig. 68), e la linea 
del sistema piano alla ellisse MN. Veggonsi per tale moto disegnate 

. nella Figura le due linee fissa e rotolante, le quali si ottengono, 
come si disse precedentemente, ma però possono tracciarsi anche in 
un altro modo più semplice, come diremo fra poco. 

Per maggior semplicità abbiamo supposto che le due rette diret¬ 
trici fossero tra loro perpendicolari. La CC'C"C"'Ci v è la linea fissa; 
e la ^ rotolante. 

110. Supponiamo che le quattro sopramenziouate linee qualunque 
nel moto piano generale (Num. 106) divengano quattro circoli AM, 
BN, AP, BQ (Fig. 69) rispettivamente di centri D, E, G, H. È facile 
accorgersi che nel moto del sistema, dovendo i suoi circoli AM, BN 
restare tangenti ai due circoli fissi AP, BQ, i centri D, E dei due 
primi circoli descriveranno due archi di circolo coi loro centri in G 
ed H, e di raggi GD, HE. Quindi in tal caso particolare il moto 
del sistema si riduce a quello considerato al Num. 95, in cui i due 
punti D, E del sistema sono obbligati a scorrere lungo due circoli. 
11 moto si riduce così a quello di un quadrilatero articolato GDEH, 
in cui i due lati GD, HE ruotano intorno i centri G, H, mentre i 
due punti D, E sono congiunti a snodo mediante la verga rigida DE. 

Conducasi alle quattro linee qualunque predette della Fig. 66, i 
quattro circoli osculatori nei punti di attuale contatto A, B. Nel- 
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l’istante attuale e per un tempuscolo infinitesimo, sarà indifferente 
pel moto del sistema considerare, in luogo delle 4 linee qualunque, 
i menzionati quattro circoli osculatori. Così ridurremo il moto gene¬ 
rale considerato, per un istante infinitesimo, al moto di un certo qua¬ 
drilatero articolato. La stessa cosa deve ripetersi per tutte le altre 
posizioni del sistema. Dunque concludiamo, che in ogni istante vi 
ha un certo quadrilatero articolato, che può sostituirsi al moto ge¬ 
nerale. I vertici di questo quadrilatero sono i quattro centri di cur¬ 
vatura delle date linee, nei loro punti di attuale contatto. I due 
vertici fissi del medesimo sono i centri di curvatura delle due curve 
direttrici, ed i due vertici mobili sono i centri di curvatura delle 
due curve mobili del sistema. 

110 bis . Abbiamo detto che il moto piano esaminato al Num. 106 
è il più generale. Infatti esso comprende tutti i moti piani immagi¬ 
nabili. Ad es., se le due linee AM, BN (Fig. 66) del sistema si ri¬ 
ducono a due circoletti infinitesimi, e poi in ultimo a due punti, si 
ha il moto studiato al Num. 93. 

Se la linea BN della stessa figura si riduce ad un punto, la linea 
AM ad una retta, e la direttrice AP si riduce pure ad un punto, si 
ha il moto coneoidale a direttrice curvilinea (num. 102). 

Se la linea BN si riduce ad un punto, e la AM ad una retta, si 
ha il moto esaminato al num. 103. 

E così di seguito, specializzando or l’una or l’altra di quelle quattro 
date linee regolatrici del moto, si avranno moti particolari, alcuni 
dei quali vennero già esaminati. Vediamone alcuni altri che non 
vennero ancora menzionati. 

111. 8° Supponiamo che le due curve direttrici si riducano a 
due punti, e le due linee del sistema si riuniscano in una sola linea. 
Allora il moto piano resta così definito: Un sistema piano si muove 
nel proprio piano in modo, che una linea di esso debba passare co¬ 
stantemente per due punti fissi. 

Sia ABM (Fig. 70) la data linea del sistema, che supporremo una 
ellisse; ed A, B i due punti fissi. Nel passaggio del sistema dalla 
attuale posizione nella consecutiva, il punto A, considerato come ap¬ 
partenente al sistema, descrive un elemento di trajettoria che si con¬ 
fonde coll’elemento dell’ellisse in A. Quindi la normale a questo 
elemento di trajettoria, coincide colla normale all’ellisse stessa nel 
punto A, cioè la AC. Medesimamente il punto B, considerato come 
appartenente al sistema, descrive un elemento di traiettoria che si 
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confonde coll’elemento della ellisse nel punto B. Per cui la normale 
alla traiettoria coinciderà colla normale alla ellisse stessa nel punto B, 
cioè la BC. 11 punto d’incontro C di queste due normali sarà il centro 
d’istantanea rotazione corrispondente alla posizione considerata. 

Portando l’ellisse mobile in altre posizioni, troveremo in modo ana¬ 
logo i centri d’istantanea rotazione corrispondenti, il complesso dei 
quali ci darà la linea fissa CC'C"C'". 

112. Per trovare la linea rotolante nel moto in esame procede¬ 

remo anche qui, col mezzo di una carta lucida, sulla quale tracce- 
remo l’ellisse ABM. Portando detta ellisse in una/posizione qualunque 
passante per A, B, marchiamo il corrispondente centro d’istantanea 
rotazione che supporremo sia C'. Rimettendo la carta lucida nella 
posizione iniziale, segneremo la posizione che assume il predetto 
punto C'. Questo sarà il punto f della linea rotolante corrispon¬ 
dente a C'. In modo analogo troveremo gli altri punti della roto¬ 
lante, che è : G’yYY". 

Le dette linee si costruiscono però più facilmente in altro modo, 
come vedremo or ora. 

113. Parlando del moto piano più generale (Num. 106, Fig. 66) 
abbiamo supposto che le due curve AM, BN del sistema piano si 
muovessero, rimanendo tangenti alle due curve AP, BQ, fisse nel 
piano del moto. Ma possiamo invertire le cose. Cioè possiamo consi¬ 
derare le due curve AM e BN come fisse, e le due curve AP, BQ 
come appartenenti al sistema piano, moveutesi in modo che le due 
nominate curve rimangano costantemente tangenti alle due fisse 
AM, BN. 

Questo secondo moto dicesi inverso o reciproco del precedente, il 
quale, per contrapposto, può dirsi diretto o primitivo. 

Ogni moto piano ha il suo reciproco od inverso. Così, ad es., quando 
il sistema si muove in modo, che due delle sue rette debbano passare 
costantemente per due punti fissi, questo moto è il reciproco di quello 
esaminato al Num. 88. 

Quando il sistema si muove in modo, che due delle sue linee deb¬ 
bano passare costantemente per due punti fissi, questo moto è il re¬ 
ciproco di quello considerato al Num. 93. 

E così via dicendo per tutti i moti piani immaginabili. 

114. Vediamo quali sieno le linee fissa e rotolante nel moto 
inverso. A tale uopo consideriamo il moto piano più generale, di cui 
si discorre al Num. 106. Supponiamo che un osservatore si trovi nel 




piano delle due curve direttrici AP, BQ (Fig. 66). Egli vedrà muo¬ 
versi le due linee AM, BN, e nel tempo stesso, che la linea CH, 
luogo dei punti f, rotolerà sulla linea fissa CK, luogo dei centri 
d’istantanea rotazione. 

Supponiamo invece, al contrario, che l’osservatore si trovi nel piano 
delle due curve AM, BN, senza badare al proprio moto. Egli vedrà 
allora muoversi le due curve AP, BQ di moto reciproco al precedente, 
mentre la CK rotolerà sulla CH. Dunque in questo moto reciproco 
la CH diverrà la linea fissa, e la CK la rotolante. 

Da ciò possiamo concludere, che se nel moto diretto la CK è la 
linea fissa e la CH la rotolante, nel moto inverso quest’ultima diviene 
la linea fissa, e quella prima la linea rotolante. Ossia nei due moti 
inversi i caratteri delle due dette linee si scambiano. 

Così, ad es., noi abbiamo veduto (Num. 88), che quando due punti 
del sistema piano scorrono lungo due date rette, la linea rotolante è 
un circolo e la fissa un altro circolo di raggio doppio, che ha il suo 
centro nel punto d’incontro di quelle due rette. 

Nel moto reciproco adunque, cioè quaudo due rette del sistema 
mobile dovranno passare costantemente per due punti fissi, il circolo 
minore diverrà la linea fissa, ed il circolo di raggio doppio diverrà 
la rotolante. Si potrà dunque effettuare questo moto reciproco facendo 
rotolare il circolo maggiore esternamente al circolo di raggio metà. 

115. Mediante la considerazione dei moti inversi si giunge molte 
volte a semplificare la costruzione delle linee fissa e rotolante. 

Mostriamolo con alcuni esempii. Prendiamo ad esaminare il moto 
menzionato al num. Ili, quando cioè l’ellisse ABM (Fig. 70) del si¬ 
stema, è obbligata a passare costantemente per i due punti fissi A, B. 
In luogo di questo moto, consideriamo il reciproco, il quale si defi¬ 
nisce: Il sistema si muove mantenendo i due suoi punti A, B sopra 
l’ellisse fissa direttrice ABM. In tale moto reciproco potremo costruire 
le linee fissa e rotolante molto più speditamente che nel moto diretto, 
perchè è più facile trasportare la retta AB nelle successive posizioni, 
anziché l’ellisse. Queste due linee fissa e rotolante si costruiscono col 
procedimento indicato al Num. 98. Ora ritornando al moto diretto 
proposto, la rotolante diventa la fissa, e la fissa diviene la rotolante. 

La linea fissa CC'C"., connessa alla retta AB, è simmetrica ri¬ 

spetto la perpendicolare condotta a questa retta, dal suo punto di 
mezzo. La linea rotolante CtYY"t ,v i connessa alla ellisse ABM, è 
simmetrica rispetto ai due assi della medesima. 
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116. Medesimamente in luogo del moto diretto esaminato al 
num. 109, consideriamo il moto inverso, che si enuncia: Un angolo 
retto XOY (Fig. 08) del sistema si muove in modo, che i due lati 
dell’angolo rimangono costantemente tangenti alla ellisse MN. In 
questo secondo moto la costruzione delle due linee fissa e rotolante è 
più facile, perchè è meglio rendere mobile l’angolo anziché l’ellisse. 

Ottenute le due linee pel moto reciproco, i loro caratteri s’inver- 
tono pel moto diretto. Così vennero tracciate le due linee , fissa 
CC'C"C"'. e rotolante Cy'y"y'"y iv . 

La linea rotolante connessa all’ellisse è simmetrica rapporto agli 
assi della medesima. La linea fissa connessa alle due rette OX, OY 
è simmetrica rapporto alla bissettrice dell’angolo XOY. 

117. Discorso abbastanza ampiamente sul modo di costruire le 
due linee, fissa e rotolante, in qualsivoglia moto piano, vogliamo 
vedere come si possa condurre la tangente comune alle due linee 
medesime nel loro punto di contatto. A quest’uopo prenderemo in 
considerazione il moto piano più generale, di cui abbiamo ragionato al 
Num. 106. Alle quattro curve sostituiremo i quattro circoli osculatori 
alle medesime, nei due punti di attuale contatto (Num. 110). Così 
potremo ridurre in ogni istante il moto considerato a quello più sem¬ 
plice di un quadrilatero articolato. 

Sia A il DE (Fig. 71) questo quadrilatero; A, B i due vertici fissi; 
D, E i due vertici scorrenti sopra i due circoli di centri A, B, e di 
raggi AD, BE. Nella posizione che si considera, sia C il centro d’i¬ 
stantanea rotazione, incontro delle due normali AD, BE. Supponiamo 
che la retta DE del sistema passi nella posizione consecutiva D'E'. 
Si determini il centro d’istantanea rotazione corrispondente C', incontro 
delle due normali AD', BE'. Allora CC' sarà un elemento della linea 
fissa; quindi prolungando la retta CC' si otterrà la tangente alla me¬ 
desima. 

Dal punto C' si abbassino le perpendicolari C'P, C'Q alle rette 
AC e BC. 

La retta DE, per passare nella posizione consecutiva D'E', deve ruo¬ 
tare intorno al centro d’istantanea rotazione C. Quindi si avrà: 

DD':EE' = CD:CE .(1) 

Inoltre dalla figura si ricava: 

C'P:D'D = C'A:D'A 
EE':C'Q = BE’:BC' 
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Ma siccome al limite, il punto C' si accosta infinitamente al punto C, 
nelle due ultime proporzioni potremo sostituire AC in luogo di AC', 
BO in luogo di BC', ed allora quelle divengono: 

C'P:D'D = AC: AD.(2) 

EE':QC' = BE:BC .(3) 

Moltiplicando membro a membro le proporzioni (1), (2), (3) e ridu¬ 
cendo si ottiene : 

C'P:C'Q = CD. AC.BE:CE. AD.BC .(4) 

Sia K il punto d’incontro delle due rette AB, DE. Dal punto K si 
conducano le due perpendicolari KR, KS alle due rette AC, BC, con¬ 
venientemente prolungate. Finalmente dal punto C si abbassi la per¬ 
pendicolare CH alla AB. Si ottengono così i triangoli simili : ACH ed 
AKR, dai quali si ricava la proporzione: 

AC:CH = AK:KR. 

E dagli altri due triangoli simili: BCH e BKS si ricava: 

BC:CH = BK:KS. 


Da queste due ultime proporzioni si ottiene : 

CH.AK 

KR 


BC = 


CH.RK 
KS ' 


Sostituendo questi due valori nella proporzione (4) e sopprimendo il 
termine comune CH, si ha: 

C'P:C'Q = CD.BE. — :CE. AD.-^-; 

^ KR KS 

che si può anche scrivere nel modo che segue: 

C'P.KR:C'Q.KS = CD. AE.BE: AD.BK.EC. 

Il Teorema di Menelao, applicato al triangolo ABC, tagliato dalla 
segante DEK, fornisce: 

CD. AK.BE = AD.BK.EC. 

Dunque l’ultima proporzione si riduco all’uguaglianza: 

C'P.ER = C'Q.ES 

da cui si ha: 

C P _ C'Q 
KS ~ KR' 
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Consegue da ciò, che i due quadrilateri CPC'Q, CSKR sono simili, 
poiché hanno gli angoli rispettivamente uguali, e due lati omologhi 
rispettivamente proporzionali. Dunque le loro due diagonali omologhe 
CC\ CK formano angoli uguali coi lati omologhi CP, CS. In altre pa¬ 
role, gli angoli KOB, C'CA debbono essere uguali ed inversi. 

La CC' prolungata è la tangente cercata, dunque concludiamo, che 
essa deve formare colla normale AC un angolo uguale ed inverso a 
quello che la retta CK forma colla normale GB. 

Siccome la linea rotolante, nell’istante che si considera, è tangente 
alla fissa nel punto C, ne segue che la predetta tangente è comune 
alle due linee medesime. 

Per costruire quindi la tangente comune alle due linee, fissa e roto¬ 
lante, nel moto piano piti generale, si ha il seguente procedimento: 

Congiungansi i centri di curvatura delle due linee mobili e delle 
due linee direttrici, e si prolunghino queste congiungenti fino al loro 
incontro. Uniscasi questo punto d’incontro col centro d’istantanea ro¬ 
tazione corrispondente. Costruiscasi un angolo uguale ed inverso a 
quello che quest’ultima retta forma con una normale, partendo dal¬ 
l’altra normale. 11 secondo lato di tale angolo è la tangente comune 
alle due linee fissa e rotolante. 

Questa semplicissima costruzione è dovuta a Bobillier (Cours de 
géométrie , 15® éd., pag. 232). 

118. Faremo l’applicazione della costruzione di Bobillier a qual¬ 
che esempio. E prima al moto esaminato al mira. 88, cioè quando due 
punti D, E (Fig. 72) del sistema scorrono sulle rette direttrici OY, 
OX. Il centro di curvatura della direttrice OX, percorsa dal punto E, 
trovasi all’infinito, nella direzione CE. 11 centro di curvatura della 
direttrice OY, percorsa dal punto D, è pure all’infinito, nella dire¬ 
zione CD. 

Quindi anche il punto d’incontro della congiungente dei nominati 
centri, colla retta DE, va a distanza infinita, nella direzione DE. E 
però conducendo CK parallela a DE, e costruendo l’angolo TCE, 
uguale ed inverso a DCK , si avrà in TC la tangente comune alle 
due linee, fissa e rotolante, che sappiamo essere in tal caso due 
circoli. 

Che la retta TC così costruita sia veramente la tangente, si può 
dimostrarlo anche direttamente. 

L’angolo DCK è uguale all’angolo EDO, come alterni interni. 

L’angolo ECO = EDO, perchè misurati dalla metà dell’arco OE. 


Tessa ri. Cinematica. 
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Ma l’angolo ECT = DCK = EDC, per costruzione. Dunque l’an¬ 
golo OCT = ODO = 90°. 

Perciò la CT è tangente alle due linee, fissa e rotolante, che sono 
i due circoli di raggio, e di diametro OC. 

119. Applichiamo la costruzione di Bobillier al moto concoidale, 
studiato al Num. 96 e seg. Sia E (Fig. 78) il punto del sistema che 
muovesi lungo la direttrice rettilinea EX; A il punto fisso, pel quale 
deve passare costantemente la retta EP del sistema. Il punto d’in¬ 
contro C delle due normali EC, AC sarà il centro d’istantanea ro¬ 
tazione. 

11 centro di curvatura della direttrice rettilinea EX è a distanza 
infinita, nella direzione EC. La seconda curva, direttrice del moto, si 
riduce in tal caso al punto A, che è anche il centro di curvatura. 
La congiungente dei due nominati centri di curvatura è dunque la 
retta AK, parallella ad EC. 

Una curva mobile del sistema si riduce al punto E, coincidente col 
centro di curvatura; l’altra, alla retta EP, il cui centro di curvatura 
è a distanza infinita nella direzione AC. La congiungente di questi 
centri di curvatura è la EK, parallela ad AC. Ora 1 incontro delle 
due predette congiungenti avviene in K. 

Uniscasi K col centro d’istantanea rotazione C, e costruiscasi l’angolo 
ACT uguale ed inverso all’angolo ECK. Sarà, pel Teorema di Bobil¬ 
lier, CT la tangente nel punto C alla linea fissa, che sappiamo essere 
una parabola (Num. 97). 

Si può comprovare ancho direttamente, che la retta CT è appunto 
la tangente alla parabola nel punto C. 

Infatti i due triangoli ACT, ECK sono simili. Da essi si ricava : 

AC _ EC E£ 
aT~" KK — AC 

da cui 

AT = —. AC. 

EC 

Ma 

= sen A E C = sen A C Q 

essendo CQ perpendicolare ad AK. 

Dunque 

AT = AC. sen ACQ = AQ. 

Perciò la TC è tangente alla menzionata parabola. 
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Per non allungarci troppo, lascieremo allo studioso di applicare il 
bellissimo procedimento di Bobillier agli altri moti piani esaminati 
precedentemente. 

120. Se dal moto piano di un sistema invariabile piano, che ab¬ 
biamo esaminato sin qui, noi ci eleviamo alla considerazione del 
moto piano di un sistema invariabile nello spazio, ossia corpo rigido, 
troveremo facilmente il seguente Teorema: 

Un sistema invariabile che si muove di moto piano, può passare da 
una posizione in un'altra, mediante una rotazione intorno all asse 
perpendicolare al piano fisso, condotto pel centro di rotazione de¬ 
terminato come si disse precedentemente (Nnm. 74). 

Quando le due posizioni del sistema sono infinitamente vicine, il 
predetto asse si chiama asse d'istantanea rotazione. Sicché il pas¬ 
saggio del sistema, da una posizione nella consecutiva, avviene me¬ 
diante una rotazione infinitesima intorno al corrispondente asse d’i¬ 
stantanea rotazione. 

Considerando poi il moto piano continuo del sistema invariabile, 
come abbiamo fatto per il sistema piano, possiamo dire che tale moto 
può effettuarsi mediante : rotolamento di un cilindro, sopra un altro 
cilindro fisso nello spazio. Le generatrici di questi due cilindri sono 
le rette perpendicolari al piano fisso, condotte per i punti delle due 
linee, fissa e rotolante. Anche qui chiameremo cilindro fisso quello 
che è fisso nello spazio, ejcilindro rotolante quello che rotola sopra 
l’altro, e che è connesso col sistema invariabile. 


Capitolo V. 

Delle trajettorie nel moto piano. 


121. Quando un sistema invariabile si muove di moto piano, 
ogni punto di esso descrive una linea piana, che chiamasi la traiet¬ 
toria di quel punto. Essa può costruirsi mediante i due cilindri, fisso 
e rotolante, o, procedendo nel piano ove muovesi quel punto, me¬ 
diante le due linee, fissa e rotolante. 

Supponiamo data la legge del moto piano del sistema invariabile, 





— 68 — 


per cui ne risulti, in virtù delle considerazioni svolte nel Gap. prece¬ 
dente, la linea fissa CP (Fig. 74), e la linea rotolante CQ. Propo¬ 
niamoci di costruire la traiettoria di un punto qualunque N del 
sistema, invariabilmente congiunto con la linea CQ, allorché questo 
sistema effettua il dato moto piano, consistente nel rotolamento della 
CQ sulla CP. A tale uopo prendasi sulla CQ dei punti D, E, F, ... 
vicinissimi tra loro, e sulla CP i punti D', E', F', ... che diremo 
corrispondenti, per modo che sia CD = CD'; DE = D'E'; EF = E'F',ecc. 
È evidente che nel rotolamento della CQ sulla CP, il punto D verrà 
a coincidere col col-rispondente D', poi il punto E con E', poi F con 
F', e così di seguito. Durante questo rotolamento, il punto N si 
muove unitamente alla CQ, e descrive la domandata traiettoria. Come 
vedesi la quistione è ridotta a determinare le posizioni che assumerà 
il punto N, connesso alla rotolante, allorché i punti D, E, F, ... 
della medesima, verranno a coincidere successivamente coi loro corri¬ 
spondenti D', E', F',... Per risolvere tale quistione, conducansi le tan¬ 
genti alle due linee nei nominati punti, cioè: DD,, D'D/; EE t , E'E/, ecc. 
Quando D verrà a coincidere col suo corrispondente D', la tangente 
DD, verrà a sovrapporsi alla tangente D'D/. Allora la retta DN pas¬ 
serà in D'N', facendo l’angolo N'D'D/= NDD,, ed N'D'=ND. 
Talché il punto N sarà venuto in N'. 

Analogamente quando E verrà in E', la tangente EE, verrà a so¬ 
vrapporsi alla tangente E'E/. Allora la retta EN, verrà in E'N", fa¬ 
cendo l’angolo N"E'E/ = NEE lt ed E'N" = EN. Così che il punto N 
sarà venuto in N". 

In questo modo potremo determinare tutte le altre posizioni con¬ 
secutive che assumerà il punto N, e quindi ottenere la'domandata 
traiettoria NT. 

Risulta da ciò che le traiettorie si possono sempre riguardare come 
appartenenti a quella grande famiglia di curve, che vennero chiamate 
rolette. 

122. Semplicissima è la costruzione delle tangenti alle tra¬ 
iettorie. 

Proponiamoci, ad es., di costruire la tangente alla traiettoria NT 
(Fig. 74) nel punto N. Si osservi che il punto N, nell’ istante che 
si considera, ruota intorno al punto C, che è il centro d’istantanea 
rotazione. Quindi il punto N, tende a descrivere un archetto di cir¬ 
colo col centro in C, per cui la retta CN sarà la normale alla tra¬ 
iettoria. Perciò la perpendicolare alla NC condotta da N sarà la 
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tangente cercata. Questo metodo di condurre le tangenti è dovuto a 
Descartes. Allo stesso modo potremo trovare la normale e la tangente 
in un altro punto qualunque della trajettoria NT. Vogliasi, ad esempio, 
la tangente alla trajettoria nel punto N'. In questo istante il punto 
N' ruota intorno al punto D', che è il corrispondente centro d’istan¬ 
tanea rotazione. Quindi D'N' sarà la normale, e la perpendicolare alla 
D'N' condotta per N' sarà la tangente alla trajettoria nel punto N'. 

Per trovare dunque la normale in un punto qualunque della tra¬ 
jettoria non si ha che a determinare il corrispondente centro d’istan¬ 
tanea rotazione, intorno al quale ruota quel punto nell’istante che 
si considera. La congiungente di questo centro col dato punto sarà 
la normale; e però otterremo facilmente anche la tangente al detto 
punto della trajettoria. 

123. Ciò che abbiamo detto di un punto del sistema mobile, 
può ripetersi a tutti i punti del medesimo. Quindi si ha il teorema: 

In ogni isfante, le normali alle traiettorie descritte dai differenti 
punti del sistema mobile, concorrono tutte al centro d’istantanea 
rotazione corrispondente alla posizione che ha il sistema nell’istante 
che si considera. 

Inoltre in ogni istante le velocità dei singoli punti del sistema 
sono proporzionali alle distanze di essi dal centro d’istantanea ro¬ 
tazione corrispondente. Infatti in ogni istante il sistema compie 
una rotazione infinitesima intorno al centro d’istantanea rotazione cor¬ 
rispondente, e quindi per la determinazione delle velocità dei suoi 
punti non si ha che da applicare il teorema dimostrato al Num. 07. 

Se in particolare consideriamo i punti situati sopra una retta qua¬ 
lunque del sistema, si ha il teorema: 

In ogni istante, le tangenti alle traiettorie descritte dai punti di 
una retta qualunque del sistema inviluppano una paràbola, che ha 
per asse la perpendicolare condotta dal centro d’istantanea rota¬ 
zione corrispondente alla data retta. 

Il fuoco di questa parabola è nel centro d’istantanea rotazione, ed il 
vertice è la proiezione di esso centro sulla retta medesima. Infatti siano 
A, B, D, B, ... (Fig. 75) i punti situati sopra una retta del sistema; 
C il centro d'istantanea rotazione corrispondente. Le normali alle 
trajettorie di questi punti concorrono, come si è detto, in C. Quindi 
per una proprietà della parabola le perpendicolari a queste normali 
condotte per A, B, D, ... ossia tangenti alle traiettorie, inviluppano 
la detta parabola. 
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Col mezzo di elementari proprietà delle coniche è pur facile rico¬ 
noscere che in ogni istante, le tangenti alle traiettorie descritte dai 
punti A, B, D, E, ... (Fig. 75 a, 756) situati sopra una circonferenza 
qualunque del sistema, è una iperbole, od una ellisse, secondochè il 
centro d’istantanea rotazione C corrispondente, cade fuori o dentro 
a quella circonferenza. Il centro della ellisse o della iperbole è nel 
centro di quel circolo, ed il centro d’istantanea rotazione ne è un fuoco. 

Nel caso particolare che il centro d’istantanea rotazione corrispon¬ 
dente, cadesse su quella circonferenza, tutte le tangenti alle traiettorie 
descritte dai differenti punti di quella circonferenza concorrerebbero 
al punto della circonferenza stessa, diametralmente opposto al centro 
d’istantanea rotazione. 

124. I centri d’istantanea rotazione, nonché le due linee, fissa 
e rotolante, si prestano mirabilmente non solo alla costruzione delle 
normali e tangenti alle traj ettorie descritte dai punti del sistema 
piano, ma anche allo scoprimento di molte loro proprietà. 

Vediamone alcuni esempi. Incomincieremo dal seguente importan¬ 
tissimo teorema, di cui dovremo fare in seguito numerosissime appli¬ 
cazioni : 

Quando un sistema piano si muove , mantenendo due dei suoi 
punti sopra due date rette fisse direttrici , un punto qualunque del 
sistema descrive una determinata ellisse. 

Siano A, B (Fig. 76) i due punti del sistema che muovonsi lungo 
le rette fisse direttrici OX, OZ. Sia C il centro d’istantanea rotazione 
corrispondente. Troviamo, come si è detto precedentemente (Num. 88), 
l’epiciclo OACB, ed il deferente di centro 0, e di raggio OC. Me¬ 
diante questi circoli potremo effettuare il definito movimento. Sia M 
un punto qualunque del sistema invariabilmente congiunto all’epiciclo 
ed alla retta AB. Vediamo quale sarà la trajettoiia descritta dal 
punto M. 

Sia D il centro dell’epiciclo. 

Conducasi la retta DM, che interseca l’epiciclo nei due punti P, Q- 
Questi due punti nel definito moto descrivono le due rette OP, OQ, 
tra loro ortogonali (Num. 91). Ora come è noto dalla Geometria ele¬ 
mentare, il punto M della retta QP, allorché questa retta si muove, 
mantenendo i due punti P, Q, sulle rette OP, OQ, descrive una ellisse. 
Il semiasse maggiore OH della medesima passa per P, ed è eguale 
a QM; il semiasse minore OK, passa per Q, ed è eguale a PM. 

Nella posizione considerata il centro d’istantanea rotazione è C, 
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dunque MC sarà la normale all’ellisse nel punto M, e la perpendi¬ 
colare a questa, condotta da M, la tangente. 

Siccome in questo moto, tutti i punti del sistema descrivono ellissi, 
lo chiameremo per maggior brevità: moto ellittico. 

125. Non sempre riesce così facile lo scoprire la natura geo¬ 
metrica della traiettoria. E però molte volte conviene ricorrere per 
tale investigazione ai metodi generali offerti dalla Geometria analitica. 

Perciò non sarà inutile indicare come, con tale metodo, si possa 
dimostrare l’importante teorema a cui siamo pervenuti. 

Sia M (Pig. 77) il punto invariabilmente congiunto con la retta 
AB, la quale si muove mantenendo i suoi due punti A, B, sulle rette 
fisse direttrici OX, OY, che possiamo sempre rendere tra loro orto¬ 
gonali (Num. 90). 

Sia MQ = c la perpendicolare abbassata da M sulla AB; AQ = a\ 
BQ = b. 

Indicheremo con cp, l’angolo che la retta AB forma in questa sua 
attuale posizione coll’asse OX. Siano finalmente: OP = a?; MP = y, 
le coordinate attuali del punto M. Dalla figura si ricava facilmente : 
x — b cos qp -4- c sen <p 
y = c cos cp -t- a sen qp. 

Dalle quali si ottiene: 

ex — by 

sen qp =- —-- 

^ c 1 —ab 
ax — cy 

COS cp = —7-;• 

T ab — c‘ 

Innalzando al quadrato queste due espressioni e sommandole insieme, 
avuto riguardo alla relazione : 

sen 1 qp -+- cos 2 cp = 1, 

si ottiene: 

(ex — byy -+- (ax — cy) 2 = (c- — ab) 2 

e riducendo: 

(a 2 c 2 ) x 2 — 2c (a -4- b) xy (b 2 -4- e 2 ) y' 1 = (c t — a ò) s 

che è l’equazione di una ellisse. Essa ha il suo centro nel punto 0 ; 
poiché se in luogo di x ed y si pone — x e —■ y, l’equazione è pure 
soddisfatta. 

Nel caso particolare in cui il punto M coincidesse col punto di 
mezzo della AB, allora c = o; a = b , e quella equazione si ridur¬ 
rebbe all’equazione di un circolo di raggio a: 

x°- -4- y 2 = a 2 . 
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126. Passiamo all’esame della trajettoria descritta da un punto 
qualunque del sistema, nel moto considerato al Num. 93, cioè quando 
due punti del medesimo scorrono sopra due date direttrici qualunque. 

Siano AM, BN (Fig. 78) le due direttrici curvilinee qualunque. I 
punti A, B del sistema si muovono lungo queste due curve. Un punto 
qualunque P del sistema invariabilmente congiunto colla retta AB, 
descrive una trajettoria, che si può costruire assai facilmente col mezzo 
di un compasso a trapunte. Poiché portando il lato AB del triangolo 
invariabile ABP, in altre posizioni, si otterranno immediatamente le 
corrispondenti posizioni del vertice P. In tale modo venne costruita 
la trajettoria PQ. La normale alla medesima, in un punto P qua¬ 
lunque, si ottiene, congiungendo il centro d’istantanea rotazione cor¬ 
rispondente, col punto P. Come vedesi dalla figura, il centro d’istan¬ 
tanea rotazione è il punto C, incontro delle due normali alle direttrici 
date, condotte per i punti A, B. Quindi CP sarà, la normale alla 
traiettoria. Da essa ricavasi facilmente la tangente PT. 

126 6ì X Per scoprire la natura geometrica di questa trajettoria, 
conviene procedere col metodo della Geometria analitica. 

Sieno tp (a:,, y,) =0; ip («,, y 2 ) = 0, le equazioni delle due diret¬ 
trici, che supporremo l’una di grado »«, l’altra di grado m'. Indichiamo 
con x v y, le coordinate del punto A (Fig. 79), che muovesi lungo 
la prima direttrice AB; con x t , y ì quelle del punto B che muovesi 
lungo la seconda direttrice BS; con x, y le coordinate correnti di un 
punto qualunque P del sistema mobile, ossia della trajettoria. De¬ 
notiamo con c la distanza invariabile del punto mobile P dalla retta 
AB, cioè PH; AH con a; BH con b; e l’angolo BAD, che la retta 
AB forma coll’asse delle x nell’istante che si considera con 0. 

Dalla figura si ricavano facilmente le seguenti relazioni : 

OK = OM — KN-fMN 
AK = PM — HD — PE 
0 L = 0 M — LN + MN 
BL-.PM — QH— P E 
le quali, sostituendo le predette rotazioni, divengono: 

a;, -- x — a cos 0 -t- c sen 0 
y 1 = y — a sen 0 — c cos 0 
x 2 = x — b cos 0 -t- c sen 0 
y 2 — y — b sen 0 — c cos 0. 
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Sostituendo questi valori nelle due date equazioni delle direttrici, 
ed eliminando fra le due equazioni risultanti l’angolo 0, si otterrà 
l'equazione della traiettoria descritta dal punto P. 

Il signor S. Roberts (1) ha dimostrato, che l’ordine della trajettoria 
è: 2 m. m' ; e la classe : 2 mm' (m •+- tu' — 1). 

Nel caso particolare in cui le due direttrici sono di 2° grado, la tra¬ 
jettoria è dell’ordine 2.2.2 = 8 ; e la classe 2.2.2 . (2 2 — 1) 

'=8.3 = 24. 

Quando le due direttrici sono circoli, la trajettoria è del sesto ordine. 
Noi ci riserbiamo di trattare più ampiamente di questa trajettoria, che 
dicesi Wattiana, quando parleremo del quadrilatero articolato. 

127. Nel moto esaminato al Num. 96, un punto qualunque della 
retta mobile descrive una concoide di Nicomede. Possiamo dunque 
costruire facilmente la tangente in un punto qualunque di questa 
curva. 

Sia M (Fig. 80) il punto della retta AP che si muove di moto 
concoidale. Il punto A scorre sulla direttrice xx { , e la retta AP 
passa per il polo 0. L’incontro della perpendicolare alla direttrice 
nel punto A, colla perpendicolare alla retta mobile nel polo 0, è, 
come abbiamo veduto, nel citato numero, il centro d’istantanea ro¬ 
tazione C. Sarà quindi MC la normale, e la MT, perpendicolare a 
MO, la tangente al ramo della concoide descritto dal punto M. 11 
punto N della stessa retta mobile AP, posto alla distanza NA = AM, 
descrive un altro ramo della stessa concoide, che presenta in 0 un 
punto doppio quando sia AN > Oli. La normale al punto N della 
medesima, concorre aneli’ essa nel centro d’istantanea rotazione G 
predetto. 

Come è noto dalla geometria, questa curva è del 4“ ordine. 

128. Nel moto studiato al Num. 102, un punto qualunque con¬ 
nesso alla retta mobile descrive una concoide a direttrice circolare. 
Essa presenta due forme distinte, secondochò il polo si trova fuori, o 
dentro il circolo direttore. Il circolo di centro 0 (Fig. 81) e raggio 
OA sia il circolo direttore ; P il polo, situato al di fuori del mede¬ 
simo; PA una posizione qualunque della retta mobile, sulla quale 
è fissato il punto M, generatore della curva ili esame. Il punto A 
scorre sul nominato circolo direttore, la retta mobile PA passa sempre 




(1) 0» thè Motion of a Piane under Certain Conditions (Proccedings of 
thè London Mathcmatical Society. Voi. Ili, pag. 289). 
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per P, il segmento AM rimane costante. Potremo quindi costruire 
facilmente la trajettoria di M, che vedesi segnata nella nostra figura. 

Per costruire la tangente alla trajettoria nel punto M, si prolunghi 
il raggio OA, che è la normale alla trajettoria descritta dal punto A; 
poi la perpendicolare alla PA condotta dal polo. L’incontro C di queste 
due rette è il centro d’istantanea rotazione. E però CM sarà la nor¬ 
male, ed MT perpendicolare ad MC, la tangente alla curva. Quando 
la retta mobile diviene tangente al circolo direttore nel punto B, il 
punto generatore passa in M'. In questa posizione la retta mobile tocca 
anche la curva nel punto M'. Infatti il centro d’istantanea rotazione 
corrispondente si trova a distanza infinita del raggio OB che passa pel 
punto di contatto B. Dunque la normale alla trajettoria nel punto M' 
è perpendicolare alla retta mobile PM' ; perciò questa risulta tangente 
alla curva nel punto M'. 

È evidente che questa trajettoria è simmetrica rapporto all’asse PO. 

Abbiamo segnato nella figura anche la trajettoria descritta dal 
punto N connesso colla retta mobile, per modo che sia NA = AM, 
e che completa la curva. 

La normale al punto N converge pure al centro d’istantanea ro¬ 
tazione C predetto. 

Come vedesi la curva si compone di due lobi distinti. 

Quando il polo è neH’interno del circolo direttore, la curva assume 
una forma come quella rappsesentata nella Fig. 82. La tangente nel 
punto M trovasi come nel caso precedente. 

L'equazione polare della concoide a direttrice circolare riferita al 
polo è: 

(p — a) 2 — 2 li (p — a) cos 0 = r° — li 2 

dove li rappresenta la distanza del polo al centro del circolo diret¬ 
tore; r il raggio di questo circolo, ed a la distanza AM. L’equazione 
della stessa linea, in coordinate cartesiane, preso il polo come ori¬ 
gine, è: 

p 2 (p ! — 2hx + a 2 + li 2 — r 2 )- = 4 a 2 (p 2 — hx) 1 

essendo p ! = ^ + i/ ! . 

Questa linea è dunque del 6° ordine. 

129. Nel caso particolare in cui il polo si trova sulla direttrice 
circolare, la predetta trajettoria diviene una lumaca di Pascal, che 
vedesi disegnata nella Fig. 83. AA'P ne è il circolo direttore di 
centro 0, e di raggio OP; P il polo. Vogliasi costruire la tangente 
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alla medesima in un punto qualunque, ad es. M. Sia PA la posi¬ 
zione della retta mobile, passante per il dato punto M e per il polo P. 
La normale alla traiettoria descritta dal punto A è la AO- La per¬ 
pendicolare alla PA, condotta dal polo P, incontra quella normale 
nel punto C. Quindi C è il centro d’istantanea rotazione corrispondente. 
Dunque CM sarà la normale alla lumaca nel richiesto punto, e però 
si avrà anche facilmente la tangente MT alla medesima. 

130. 11 triangolo APC essendo sempre rettangolo in P, qualunque 
sia la posizione del punto A, ne consegue, che il centro d’istantanea 
rotazione C cadrà sempre sul circolo direttore. E però questo circolo 
è il luogo geometrico dei centri d’istantanea rotazione, ossia la linea 
fissa, nel moto di cui trattiamo. Vediamo quale sia la rotolante in 
questo moto. A tale uopo si consideri un’altra posizione qualunque 
della retta mobile, ad es. A'P, per la quale si ha il centro d’istan¬ 
tanea rotazione corrispondente C'. Portisi il triangolo A'PC' in modo, 
che il vertice A' venga in A, il lato A'P nella direzione AP ; allora 
il vertice C' prenderà la posizione j', che sarà il punto della roto¬ 
lante corrispondente al punto C' della linea fissa. 

Siccome la retta A'C' è sempre un diametro del circolo direttore, 
e però costante, anche Ay' sarà costante. Ciò significa che i punti 
della rotolante sono tutti ugualmente distanti dal punto A, e quindi 
sarà il circolo di centro A, e di raggio uguale al diametro del cir¬ 
colo direttore. Dunque il moto in discorso si può anche effettuare 
facendo rotolare il circolo Cy' di centro A, intorno al circolo direttore, 
come linea fissa. In questo moto, il punto qualunque M, connesso al 
circolo rotolante, descriverà la predetta lumaca. Il circolo rotolante, 
ossia epiciclo, ha un raggio doppio di quello del circolo fisso, ossia 
deferente. 

Abbiamo dunque il moto inverso di quello che abbiamo denominato 
ellittico (Num. 124) e che chiameremo perciò antiellittico. Concludiamo 
da ciò cho la lumaca di Pascal appartiene alla famiglia delle linee 
cicliche, di cui discorreremo più avanti. 

131. 11 predetto punto M, è un punto qualunque connesso all’epi¬ 
ciclo. Per cui ciò che abbiamo detto di esso, può ripetersi a qualunque 
altro punto invariabilmente congiunto coll’epiciclo. Quindi si ha il 
teorema : 

Nel moto antiellittico , ogni punto connesso coll'epiciclo descrive una 
lumaca di Pascal che ha per circolo direttore il deferente. 

Per trovare il polo di questa lumaca, conducasi il diametro COA, 
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che interseca il deferente, ossia circolo direttore, nel punto A. Poi la 
retta AM, prolungata sino all’incontro P, del circolo direttore. Sarà 
P il polo della lumaca, e PO l’asse. 

132. La lumaca di Pascal è la podaria di un circolo rispetto al polo. 

È noto che la podaria di una curva, rispetto ad un punto, è il luogo 

dei piedi delle perpendicolari abbassate da quel punto, sulle tangenti 
della curva. Abbiasi una lumaca col polo in P (Fig. 84); circolo diret¬ 
tore PAB di centro 0, e di raggio OP; punto generatore M. La lumaca 
interseca l'asse PO nei due punti D, E. Sul segmento DE come dia¬ 
metro, si descriva il circolo di centro B. Il suo raggio è uguale alla 
distanza che il punto generatore M ha da A. Conducasi AB, essa è 
perpendicolare alla retta mobile PA. Se dunque dal punto M, si con¬ 
duce la retta MH, parallela ad AB, quella dovrà risultare tangente al 
circolo DE nel punto H. Lo stesso si può dire di tutti gli altri punti 
della lumaca. Siccome la retta PM è perpendicolare alla tangente MH, 
al circolo di diametro DE, ed M è il piede di questa perpendicolare, 
possiamo inferire che la lumaca è la podaria del circolo DE, rispetto 
al polo P. Si ha così il teorema: 

La lumaca di Pascal è la podaria di un circolo rispetto al polo. 
Il centro di questo circolo è sulla circonferenza direttrice , nel punto 
diametralmente opposto al polo, ed il suo raggio è uguale alla distanza 
fra il punto generatore ed il punto che deve muoversi sul circolo 
direttore. 

132 Ws . Si osservi che l’angolo PAB si mantiene sempre retto. 
Esso muovesi in modo, che i suoi lati passano costantemente per i due 
punti fissi: P, B. Ma questo moto è l’inverso del moto ellittico, e che 
abbiamo denominato antiellittico. Dunque il punto M, connesso all’an¬ 
golo retto mobile, descrive la podaria che coincide colla lumaca. 

L’equazione polare della lumaca di Pascal è : 

p ! = 2r cos 0 -+- a 

che proviene dalla equazione polare della concoide a direttrice circolare 
(Num. 128), ponendo l\ — r. L’equazione della stessa linea, in coor¬ 
dinate cartesiane, preso il polo come origine, è: 

(x 1 -+- y 1 — 2 rxf = a i s ( x 2 4- y l ). 

Come vedesi essa è una linea del 4° ordine. 

133. Quando la distanza del punto generatore M al punto A, che 
scorre sul circolo direttore, diventa uguale al diametro di questo cir¬ 
colo, la lumaca prende la forma che vedesi segnata nella Fig. 85, ed 
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allora essa prende il nome di Cardioide. Essa presenta sempre una 
cuspide nel polo P. La normale al punto qualunque M si ottiene come 
precedentemente. Come scorgesi dalla Figura, essa è CM, essendo C 
il centro d’istantanea rotazione corrispondente. 

La cardioide è la podaria del circolo descritto sopra PI) come dia¬ 
metro, rispetto al polo P. Ciò risulta immediatamente dalle conside¬ 
razioni precedenti. Infatti la retta MH, parallela ad AB è tangente 
nel punto H al circolo di diametro PI). Di più M è il piede della 
perpendicolare abbassata dal polo P alla tangente MH. 

Ponendo nella predetta equazione polare della lumaca: a = 2r, si 
ottiene l’equazione polare della cardioide, cbe è : 

p = 2r (1 -t- cos 0). 

L’equazione della medesima in coordinate cartesiane è : 

(a; 1 -+- y 2 ) 2 — 4 rx {x 2 -4- y l ) — 4 r 1 !/ 1 = 0. 

Essa è quindi del 4° ordine. 

134. La podaria di una curva qualunque rispetto ad un punto 
può immaginarsi generata dal vertice di un angolo retto, cbe si muove 
mantenendo uno dei suoi lati sempre tangente alla data curva, mentre 
l’altro lato passa costantemente per quel punto. 

Si avrà dunque la normale in un punto qualunque della podaria, 
congiungendo il centro d’istantanea rotazione corrispondente col vertice 
del detto angolo retto. 

Sia AM (Fig. 87) la data curva direttrice, ed 0 il punto fìsso; 
APO la posizione attuale dell’angolo retto; P quella del vertice. Il 
centro d’istantanea rotazione corrispondente si trova nell'incontro della 
normale AC alla curva AM nel punto di contatto A, colla perpendi¬ 
colare OC alla PO condotta dal punto 0. Sarà dunque C questo centro, 
e CP la normale alla podaria nel punto P. Osservisi cbe il quadrilatero 
APOC è sempre un rettangolo, di cui la PC è una diagonale. Essa 
interseca dunque l’altra diagonale AO nel suo punto di mezzo D. Per 
conseguenza per avere la normale alla podaria in un punto qualunque 
P, basta congiungere questo punto, col punto di mezzo D della retta 
cbe unisce il punto di contatto A col punto fisso 0. 

135. Abbiansi due curve ACB, DCE (Fig. 88) simmetriche rapporto 
alla tangente comune CT nel loro punto di contatto C. Consideriamo 
la ACB come linea fissa, e la DCE come rotolante. Sia M un punto 
qualunque connesso alla rotolante. Vogliamo esaminare la trajettoria 
descritta da questo punto M, allorché la DCE rotola sulla ACB. Si 
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scorge facilmente che i punti simmetrici delle due curve verranno 
necessariamente a contatto, ad es., C' con y' ? P°i 1 " con f" ecc - 
Prendiamo il punto 0, simmetrico ad M, rispetto alla tangente 
comune CT. Sia D il punto d’incontro della retta MO colla CT. Sarà 
D il piede della perpendicolare abbassata da 0 sulla tangente CT 
alla curva fissa AB. Di più, D sarà il punto di mezzo della OM. 
Consideriamo ora un’altra posizione qualunque della rotolante, ad 
es. quando f' viene a contatto col punto corrispondente c simme¬ 
trico C'. La nuova posizione M' che assumerà il punto M, sarà evi¬ 
dentemente ancora simmetrica al punto 0, rispetto alla nuova tan¬ 
gente comune C'T'. Dunque il punto M' si otterrà, abbassando da 0 
la perpendicolare alla C'T', e facendo D'M' = OD'. Ripetendo la stessa 
costruzione otterremo quanti altri punti si vorranno della traiettoria 
descritta dal punto M. Come vedesi questa linea è in istrettissima 
relazione colla linea luogo dei punti D, ossia della podaria della linea 
fissa rispetto al punto 0. Infatti la trajettoria descritta dal punto M 
è simile alla nominata podaria rispetto al centro di similitudine 0, 
ed il rapporto di simiglianza fra queste due linee è come 2.1. Si 
ricava così il teorema, crediamo, enunciato per la prima volta da 
Steiner (1) : 

Se una curva rotola sopra di un'altra simmetrica , in modo che % 
punti omologhi vengano successivamente a contatto; un punto qua¬ 
lunque connesso alla rotolante , descrive una linea simile alla podaria 
della linea fissa, rispetto al punto simmetrico al punto generatore. 

Questo punto simmetrico è il centro di similitudine, ed il rapporto 
della similitudine è come 2 :1. 

136. Occupiamoci colla traiettoria descritta da un punto qua¬ 
lunque congiunto ad un angolo costante, che si muove, mantenendo 
i suoi lati continuamente tangenti a due date curve direttrici. 

Siano AM, BN (Pig. 89) le due curve direttrici ; APB una posizione 
dell’angolo costante mobile-, Q il punto connesso a quest’angolo, e che 
potremo risguardare come il vertice del triangolo invariabile PQR. 

Per ottenere un’altra posizione qualunque del sistema, si trasporti 
il lato PB dell’angolo in P'B' ad esempio, tangente alla direttrice BN; 
poi si conduca la tangente P'A' alla seconda direttrice AM, che faccia 
l’angolo dato costante colla precedente. 


(1) Von dem Krùmmungs-Schwerpuncte ebenen Cwven, 1838, § 36. Werhe 
11, pag. 157. 
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Il punto d'incontro P' di queste due tangenti, sarà la posizione 
assunta dal vertice P dell’angolo mobile; quindi si avrà facilmente 
la corrispondente posizione del punto Q cioè Q', mediante il trasporto 
del triangolo PQR in P'Q'R'. 

In tal modo potremo costruire per punti, sia la traiettoria descritta 
dal vertice P dell’angolo dato, come quella del dato punto Q. 

Le normali alle trajettorie medesime, in una posizione qualunque 
del sistema passano pel centro d’istantanea rotazione corrispondente, 
e che trovasi, come è noto. Se ad es. prendiamo la posizione iniziale 
APB, il centro d’istantanea rotazione C è nell’incontro delle due 
normali AC, BC alle due direttrici, condotte per i punti di attuale 
contatto A, B. 

Dunque PC, QC sono le normali alle trajettorie in esame, nei 
punti P, Q. 

137. Supponiamo come caso particolare, che le due predette 
curve direttrici, divengano due circoli AMG, BNL di centri D, E 
(Fig. 90). 

Sia ARB una posizione qualunque del dato angolo costante mo¬ 
bile. Conduciamo dai centri D, E le rette DH, EH rispettivamente 
parallele ai lati dell’angolo medesimo. Esse formano tra loro l’angolo 
costante DHE = ARB. 

Durante il moto del dato angolo costante ARB, i lati dell’angolo 
parallelo DHE passano costantemente per i centri fissi D, E. Ma un 
angolo che si muove in siffatto modo, possiede un moto inverso all’el¬ 
littico, e che abbiamo denominato antiellittico (Num. 130). Dunque 
il vertice R, invariabilmente congiunto all’angolo mobile DHE, de¬ 
scrive una lumaca di Pascal (Num. 131). 

Il circolo direttore di questa lumaca è il deferente del moto anti¬ 
ellittico, ossia il luogo geometrico dei centri d’istantanea rotazione. 
Sia C il centro d’istantanea rotazione corrispondente alla posizione 
considerata. Il circolo descritto sul diametro HO sarà per conseguenza 
il nominato circolo direttore. Per ottenere il polo di questa lumaca 
uniscasi il punto H con R sino all’incontro del circolo direttore in P, 
sarà P il cercato polo (N. 131). Congiungendo il polo col centro 0 
del circolo direttore si ottiene l’asse della lumaca stessa, che sarà 
perciò PO. 

Per il teorema dimostrato al Num. 131, un punto qualunque con¬ 
nesso col dato angolo mobile descriverà pure una lumaca di Pascal 
che avrà lo stesso circolo direttore, e di cui potremo trovare facil¬ 
mente il polo e l’asse. 
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138. La lumaca descritta dal vertice R dell’angolo mobile, è 
tangente in due punti a ciascuno dei circoli AMG, BNL. Ciò ha 
luogo quando il vertice li del detto angolo passa per i circoli stessi. 
Infatti, supponiamo che il vertice R pervenga sulla circonferenza AMG 
in F, allora il lato RA dell’angolo mobile si trasporterà, in FQ, tan¬ 
gente alla stessa circonferenza nel punto F; e l’altro lato RB del¬ 
l’angolo, in FS, tangente all’altro circolo BNL in S. Talché l’angolo 
mobile avrà presa la posizione QFS. Il centro d’istantanea rotazione 
corrispondente deve trovarsi sulla normale al circolo AMG, condotta 
per il punto di contatto F, cioè sulla retta DF. Dunque la trajettoria 
descritta dal vertice in questo istante, è tangente al circolo AMG. Lo 
stesso dicasi ogniqualvolta il vertice R passa per le due nominate 
circonferenze. 

Per ottenere una di queste posizioni particolari dell’angolo mobile, 
ad es., quando R passa sulla circonferenza AMG, si conduca la retta AM 
che formi col raggio DA un angolo uguale al complemento dell'an¬ 
golo costante ARB. Fatto centro in D, descrivasi la circonferenza TOT 
tangente alla retta AM. 

La tangente comune US al circolo ora descritto ed al circolo BNL, 
sarà un lato dell’angolo mobile. Esso interseca la circonferenza AMG 
nel punto F. La tangente alla medesima nello stesso punto, cioè la 
retta FQ, sarà il secondo lato dell’angolo mobile. Infatti, per costru¬ 
zione l’angolo QFS è il complemento dell’angolo DFU = DAM. E 
però l’angolo QFS = ARB. Giunto il vertice R dell’angolo mobile 
in F, qui ha luogo il contatto fra il circolo AMG e la lumaca, come 
si disse testé. 

La seconda tangente comune ai soprannominati circoli TUY, BNL 
fornisce il secondo punto di contatto della lumaca col circolo AMG, 
che vedesi segnato in G. 

Con lo stesso metodo si trovano anche i punti di contatto K, L 
della lumaca coll’altro circolo BNL. 

139. Supponiamo ancora che le due predette curve direttrici 
della Fig. 89, si riducano ad una sola, per es. ad una ellisse, e che 
l’angolo costante mobile sia retto. Rapporto a questo moto piano ab¬ 
biamo il seguente teorema: 

Se un angolo retto si muove mantenendo i suoi lati continuamente 
tangenti ad una data ellisse, il vertice di quell angolo descrive un 
circolo, che ha il suo centro nel centro dell'ellisse. 

Sia MNH (Fig. 91) l’ellisse di centro 0 ; MPN una posizione qua¬ 
lunque dell'angolo mobile retto. 
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Dai punti di contatto M, N conducansi le normali alla ellisse, le 
quali s'intersecano nel punto C. Sarà C il centro d’istantanea rota¬ 
zione corrispondente alla posizione considerata. Quindi la retta CP 
sarà la normale alla trajettoria descritta dal punto P, in questo me¬ 
desimo punto. 

Ora il quadrilatero MPNC è un rettangolo, e si manterrà sempre 
un rettangolo, qualunque sia la posizione assunta dall’angolo mobile. 
Per cui la PC risulta una diagonale del nominato rettangolo ed essa 
divide l’altra diagonale MN a metà nel punto D. Ma per una pro¬ 
prietà delle coniche, la retta che unisce il punto P col punto di 
mezzo D della corda di contatto MN, passa pel centro 0 della conica. 
Dunque la nonnaie PC alla trajettoria deve passare per 0. 

Lo stesso dicasi di qualunque altra posizione assunta dall’angolo 
mobile. Dunque tutte le normali alla trajettoria descritta dal ver¬ 
tice P debbono concorrere nel centro 0 dell’ellisse. E però questa 
trajettoria è un circolo. 

Portando l’angolo mobile nella posizione M'P'N' si scorge che il 
raggio.di questo circolo è: OP' = M'N', cioè alla distanza di due 
vertici consecutivi dell’ellisse. Denotando con a, l, i semiassi della 
ellisse, il raggio del menzionato circolo è: y'a’ + Questo circolo 
si chiama circolo direttore dell’ellisse. 

140. In modo assai facile si può costruire la trajettoria descritta 
da un altro punto qualunque connesso all’angolo mobile. 

Noi abbiamo segnata nella nostra Figura la trajettoria Q'Q"Q'"Q‘ V , 
descritta dal punto Q connesso al lato PM dell’angolo mobile. La 
normale nel punto Q a questa trajettoria è manifestamente la retta CQ. 
La detta trajettoria ò simmetrica rapporto agli assi ortogonali Q'Q'", 
Q''Q ,T . 

Abbiamo anche segnata la trajettoria R'R"R'"R IV descritta dal 
punto R congiunto all’angolo mobile MPN. La normale alla mede¬ 
sima nel punto R passa per C. Quando l'angolo mobile prende la 
posizione M'P’N', il punto R viene in R', e per tale posizione, es¬ 
sendo 0 il centro d’istantanea rotazione corrispondente, la normale 
nel detto punto R' passa pel centro 0 della ellisse. Lo stesso dicasi 
per gli altri tre punti R", R'", R lT . 

141. Se la sopradetta ellisse direttrice si cangia in una para¬ 
bola MVN (Fig. 29) di asse VA, il vertice P dell’angolo retto mo¬ 
bile MPN, descrive una retta perpendicolare all’asse VA. Infatti in 
tal caso il contro del predetto circolo insieme al centro dell’ellisse, 


Tebsaei, Cinematica. 
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passano a distanza infinita. Quindi quel circolo diviene una retta per¬ 
pendicolare all’asse VA. 

È facile vedere che questa retta è la direttrice della parabola stessa. 
Sia F il fuoco della medesima. Si elevi da F la perpendicolare al¬ 
l’asse la quale interseca la parabola nei punti M', N'. Conducansi le 
tangenti in questi due punti. Esse debbono incontrarsi in un punto P' 
dell’asse, e di più, per una nota proprietà, deve essere P'Y = VF. 
Ora si sa che la direttrice della parabola è la perpendicolare condotta 
da P' all’asse. Ma essendo P'F=FM', l’angolo M'P'N' è retto; per cui 
esso è una posizione del dato angolo mobile. Così resta dimostrato 
che la traiettoria descritta dal vertice P dell’angolo retto mobile, 
coincide colla direttrice della parabola. 

142. Vogliamo esaminare anche il caso in cui la direttrice nel 
moto dell’angolo retto sia una iperbole. 

Sia 0 (Fig. 93) il centro della data iperbole; OA =a il semiasse 
focale; OB = & quello non trasverso; MPN una posizione qualunque 
dell’angolo retto mobile. Conducendo dai punti di contatto M, N le 
normali all’iperbole, esse s’incontrano in C, centro d’istantanea rota¬ 
zione corrispondente. Quindi C P sarà la normale alla traiettoria 
descritta dal punto P. 

Siccome anche qui il quadrilatero MPNC è un rettangolo, la nor¬ 
male CP ossia diagonale del rettangolo, interseca l’altra diagonale 
MN, corda di contatto, nel punto di mezzo D. Per cui la normale CP 
alla traiettoria deve convergere nel centro 0 dell’iperbole. 

Lo stesso dicasi di qualunque altra posizione assunta dall’angolo 
mobile. Quindi tutte le normali alla traiettoria descritta dal punto P 
debbono concorrere in 0. È però questa traiettoria è un circolo di 
centro 0. 

Troviamo il raggio di questo circolo. Sia 



l’equazione della data iperbole: 

y = x — in 

l’equazione di una retta inclinata 45° coll’asse delle x. 

La condizione perchè questa retta risulti tangente all’iperbole è: 

m * — a, 1 — h 1 . 

Sia QR questa tangente; sarà OR=«t. Conduceudo da R la seconda 
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tangente RS all’iperbole simmetrica alla prima, sarà QRS un angolo 
retto, e però una posizione dell’angolo mobile. Per conseguenza il 
raggio del circolo descritto dal vertice P dell’angolo retto mobile è: 

OR = m = (/«* — b*. 

Questo circolo dicesi il circolo direttore dell’iperbole. Quando l’iper¬ 
bole è equilatera, il detto circolo si riduce al suo centro. Quando 
l’asse focale ò minore dell’asse non trasverso, il circolo diventa im¬ 
maginario. R manifesto che in tal caso non si può condurre un angolo 
retto tangente all’iperbole, quindi è impossibile tale movimento. 

143. Nella costruzione delle traiettorie è utile la considera¬ 
zione del moto inverso, quando la effettuazione del moto diretto è 
malagevole. 

Sia, ad es., richiesto di costruire la trajettoria di un punto qualunque 
connesso ad una data ellisse, allorché questa si muove passando costan¬ 
temente per due punti fissi. 

Sia DEE (Eig. 94) l’ellisse obbligata a passare costantemente per 
i due punti fissi A, B. Si vuole la trajettoria descritta di un punto 
qualunque M connesso alla medesima. 

La costruzione di questa trajettoria è molto più spedita mediante 
la considerazione del moto inverso, nel quale, i due punti A, B del 
sistema, scorrono sulla data ellisse DEF, poiché questo si effettua 
più facilmente del moto diretto, che esigerebbe il trasporto continuo 
della ellisse. 

Supponiamo che l’ellisse DEF pervenga in una posizione qualunque 
D'E'F', e sia M' la posizione assunta dal punto generatore M. Se noi 
rimettiamo l’ellisse D'E'F' nella posizione iniziale DEF, portando uni¬ 
tamente anche la retta AB, quest’ultima prenderà la posizione A'B', 
ed il punto M' cadrà necessariamente in M. Dunque se effettuiamo 
il moto inverso, facciamo cioè muovere la retta AB in modo che i 
due punti A, B, rimangano sull’ellisse, e pervenga, ad es., nella posi¬ 
zione A'B', per ottenere il precedente punto M' basterà trasportare il 
triangolo invariabile A'B'M in modo che il lato A'B' venga a coincidere 
sul lato AB; allora il vertice M prenderà la posizione M'. Avremo 
cosi ottenuto un punto della trajettoria senza il trasporto dell’ellisse. 

Nello stesso modo potremo costruire gli altri punti della trajettoria 
richiesta, la quale vedesi segnata nella nostra Fig. in MH'M". 

144. La considerazione del moto inverso si presta anche per la 
costruzione delle tangenti o normali alla trajettoria medesima. 
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Infatti nel moto diretto, pervenuta l’ellisse mobile DEF nella posi¬ 
zione predetta D'E'F' ed il punto generatore M in M', si avrà il 
centro d’istantanea rotazione corrispondente C, nell’incontro delle nor¬ 
mali all’ellisse stessa D'E'F', condotte dai punti A, B, cioè AC, BC. 
Quindi CM' sarà la normale alla trajettoria nel punto M'. Ma rimet¬ 
tendo come si è detto prima l’ellisse D'E'F' nella posizione iniziale 
DEF, le due normali AC, BC rimangono ancora normali all’ellisse, 
e verranno in A'C', B'C'. Dunque per ottenere il centro d’istantanea 
rotazione C, basta trasportare il triangolo formato dalla retta A'B', 
e dalle due normali A'C', B'C', cioè il triangolo A'B'C' in modo che 
il lato A'B' venga a coincidere col lato AB. Allora il vertice C' pren¬ 
derà la posizione C. Si può dunque ottenere anche il centro d’istan 
tanea rotazione senza trasportare l’ellisse. 

145. Nella Fig. 94 abbiamo segnata anche la trajettoria MNP 
descritta dal punto M connesso alla retta AB, allorché questa si muove 
mantenendo i due punti A, B, sulla ellisse DEF, considerata ora come 
direttrice. Le due trajettorie descritte dallo stesso punto M nel moto 
diretto ed inverso, sono tangenti nel punto M, poiché hanno la nor¬ 
male comune MO passante pel centro d’istantanea rotazione corrispon¬ 
dente 0, il quale è comune ai due moti, trovandosi questo nell’in- 
contro delle due normali all'ellisse DEF nei punti A, B, cioè AO, BO. 

La linea MM'M" rimane tracciata nel sistema appartenente alla 
retta AB; la linea MNP è tracciata nel sistema appartenente all’el¬ 
lisse DEF. 

146. Per intendere viemeglio le relazioni che esistono fra le due 
tajettorie descritte da uno stesso punto nel moto diretto ed inverso, 
gioverà considerare le cose da un punto di vista più generale. A tele 
uopo vogliamo supporre data una legge qualunque del moto di un 
sistema piano, per il quale moto siansi trovate le due linee, fissa e 
rotolante: CD, CE (Fig. 95). 

Sia M un punto che riguarderemo in primo luogo come connesso 
alla rotolante CE: Si costruisca la sua trajettoria MN, allorché la CE 
rotola sulla linea fissa CD. La linea MN resta evidentemente trac¬ 
ciata sul sistema di cui fa parte la linea fissa CD. 

Ora invertiamo il movimento, facciamo cioè rotolare la CD sulla 
CE che riguarderemo presentemente come fissa, e consideriamo il 
punto M come connesso invariabilmente alla CD. Costruiscasi la tra¬ 
jettoria MP descritta dal punto M in questo moto inverso al prece¬ 
dente. La linea MP resta tracciata sul sistema appartenente alla 
linea CE. 
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Le due traiettorie MN, MP, nell’istante che si considera sono tan¬ 
genti nel punto M, poiché tanto nel moto diretto, quanto nell’inverso 
si ha la stessa normale, che è: CM, essendo 0 il centro d’istantanea 
rotazione corrispondente in entrambi i moti. 

147. Supponiamo che il punto M sia fisso insieme alla CD, e 
facciamo rotolare la CE sulla CD fissa. In questo moto il punto M 
lascierà impressa sul sistema mobile appartenente a CE una traccia. 
È facile vedere che questa traccia è la linea MP. Infatti quando il 
punto f' ad os. della rotolante CE, viene a coincidere colla corrispon¬ 
dente C' della fissa CD, il punto fisso M assume una determinata 
posizione, rispetto alla nuova posizione della rotolante. Rimettendo 
questa rotolante nella posizione iniziale, unitamente al punto M, 
questo prenderà la posizione M'. Ma lo stesso punto M' ottiensi anche 
col moto inverso, riguardando M come congiunto alla CD, e facendo 
rotolare la CD sulla CE, sinché C' viene a coincidere col suo cor¬ 
rispondente -f'. Dunque il punto M' deve essere situato sulla MP. 
Consegue da ciò che la traccia lasciata dal punto fisso M, sul sistema 
mobile CE, è appunto la traiettoria MP, descritta dal punto M nel 
moto inverso. 

Reciprocamente se riteniamo il punto M fisso, insieme alla CE, e 
facciamo rotolare la CD sulla CE, il punto M lascierà impressa sul 
sistema connesso a CD una traccia, che sarà appunto la linea MN, 
trajettoria del punto M nel moto inverso. La dimostrazione di ciò si 
ha, ripetendo il ragionamento fatto precedentemente. 

Abbiamo dunque il teorema: 

Se si hanno due sistemi piani coincidenti, uno in moto e Valtro 
fisso; un punto qualunque appartenente al sistema fisso, lascierà 
impressa sul sistema in moto una traccia, la quale coincide con la 
trajettoria descritta dallo stesso punto nel moto inverso. 

148. L’enunciato teorema può essere applicato vantaggiosamente 
per la descrizione meccanica di alcune curve. Così ad es., nel moto 
antiellittico, un punto fisso, lascia una traccia sul sistema mobile, 
che è l’ellisse descritta dallo stesso punto, nel moto inverso, cioè 
ellittico. Su questa proprietà è fondato il tornio ovale, che più esat¬ 
tamente dovrebbesi dire ellittico, attribuito a Leonardo da Vinci (1). 


(1) Lomazzo, Idea del tempio della pittura. Milano, Gottardo Ponzio, 1590. 
— Cjiaslf.s, A peri; u Ristorique des méthodes en Geometrie. 
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Il pezzo da tornire secondo una ellisse è fissato ad un disco munito 
di due scanalature rettilinee ortogonali. Obbligando le due scanala¬ 
ture a passare costantemente per due piuoli fissi, si effettua il moto 
antiellittico del disco. Per cui il tagliente fisso lascierà impressa sul 
pezzo da tornire una traccia che sarà appunto una ellisse. Variando 
opportunamente la posizione del tagliente e dei piuoli, otterremo dif¬ 
ferenti ellissi. 

Analogamente potrebbe descriversi meccanicamente la lumaca di 
Pascal. Obbligando cioè un sistema a muoversi di moto ellittico, un 
punto fisso qualunque, lascia impressa una traccia sul sistema in 
moto, che è appunto la lumaca, descritta dallo stesso punto nel moto 
inverso, cioè antiellittico. Come vedesi l’enunciato teorema si presta 
molto bene per la descrizione meccanica di molte curve, sul quale 
argomento ci riserbiamo di ritornare in altro luogo. 

149. Una linea qualunque può sempre riguardarsi come la tra- 
jettoria descritta da un punto connesso ad una certa curva, allorché 
questa rotola sopra una data curva qualunque considerata come 
linea fissa. 

Infatti: siano NT (Fig. 96) la data linea che vogliamo riguardare 
come trajettoria; CP la data curva che riguarderemo come linea fissa. 
Cerchiamo la rotolante, che può generare quella trajettoria. 

Conducasi la normale NC in un punto qualunque N della trajet¬ 
toria. Sia C il punto d’incontro di questa normale colla linea fissa CP. 
Sarà C il centro d’istantanea rotazione intorno cui gira il punto N 
nell’istante che si considera. Quindi C sarà il punto di attuale con¬ 
tatto fra la curva fissa e la rotolante cercata. Conducasi la normale 
N,Ci alla NT in un punto N, infinitamente vicino ad N. Questa nor¬ 
male interseca la linea fissa nel punto C,. Ora, mentre il sistema 
ruota intorno al centro d’istantanea rotazione C, il punto N, passa 
in N„ ed un certo punto y, della rotolante viene a coincidere con C,. 

Il punto ti deve trovarsi alla distanza N, C, da N, ed alla di¬ 
stanza C C, da C. Quindi per determinarlo si prenda la distanza 
della normale N t C, e fatto centro in N, ci descrive con tale lunghezza 
un arco di circolo. Poi si prenda l’archetto infinitesimo CC,, e fatto 
centro in C si descriva un altro arco di circolo, il quale intersecherà 
l’arco precedente nel punto Yi- Così avremo ottenuto un secondo punto 
della linea rotolante cercata. 

Per ottenere il punto consecutivo conducasi la normale NjC., alla 
NT nel punto N 2 infinitamente vicino ad N,. Questa normale inter- 
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seca la curva nel punto C 2 , che sarà il centro d’istantanea rotazione 
nel terzo istante. Con esso verrà a coincidere un certo punto y, del 
sistema, compiuta la seconda rotazione infinitesima. Questo y, si de¬ 
termina, osservando che deve essere : Ny, = N,C 2 , e 0,0, = y,y,. 

Quindi potremo determinarlo facilmente, conoscendo la posizione 
del punto y, ; poiché fatto centro in N, col raggio N,C 2 , descriveremo 
un arco di circolo, poi col raggio 0,0, fatto centro in y, descriveremo 
un altro arco di circolo che intersecherà il precedente nel punto y 2 , 
che sarà un terzo punto della rotolante. 

In modo analogo potremo determinare gli altri punti della curva 
rotolante OQ. 

Concludiamo da ciò il teorema: 

Ogni linea può riguardarsi come la trajetforia descritta da un 
punto invariabilmente congiunto ad una certa linea, allorché questa . 
rotola sopra un'altra data linea qualunque. 

Deriva da ciò che : ogni linea può riguardarsi come appartenente 
alla famiglia delle Toilette, ed in infiniti modi diversi, potendosi 
prendere come linea fissa una linea qualunque. 

De la Hire è il primo che si sia occupato di tale quistione (1). 

150. Supponiamo ad es. che la linea che vogliamo considerare 
come traiettoria sia la retta AB (Fig. 97), e la linea fissa sia un’altra 
retta AD. Prendasi sulla AB il punto P ad arbitrio, e conducasi la 
nonnaie PC alla AB. Poi condueansi altre normali vicinissime sulla 
AB, e procedasi come si disse precedentemente. Si otterrà così la 
curva PQCy'y", che sarà la rotolante cercata. 

Essa è una spirale logaritmica. Infatti siano P'C', P"C" due nor¬ 
mali alla AB infinitamente vicine; inoltre i punti y', y" della roto¬ 
lante, i corrispondenti di 0', C" della fissa. Conducasi da 0' la perpen¬ 
dicolare C'N alla P"C", e da y' la perpendicolare y'v alla Py". Si otten¬ 
gono così due triangoletti infinitesimi NC'C", vy'y" uguali. Quindi 
saranno uguali anche gli angoli NC"C' ed vy"y\ Ma l’angolo NC"C' è 
costante; dunque deve essere costante anche l’angolo vy"y'. Consegue 
che la rotolante interseca i raggi vettori come Py" sotto un angolo 
costante. Si conclude da ciò che la rotolante è una spirale logaritmica 
che ha per polo il punto P. 


(1) Méthode Gènèrale pour réduire toutes les Lignei courbes à des Rou- 
lettes , leur gènératrice ou leur base étant donnée Ielle quoti voudra. — Mè- 
moires de l'Académie Rogale des Sciences. Année 1706, pag. 379. 
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Perveniamo così al teorema: 

Se una spirale logaritmica rotola, sopra di una retta , il polo della 
tnedesima descrive una retta. 

Questa retta forma colla retta fissa un angolo uguale al comple¬ 
mento dell’angolo che la spirale forma coi raggi vettori. 

È ancora utile di osservare che la lunghezza dell’arco di questa 
spirale, compreso fra il punto di contatto C ed il polo P, è uguale 
al segmento rettilineo AC. Per cui questa linea si può rettificare assai 
facilmente. 


Capitolo VI. 

Sopra la curvatura delle trajettorie nel moto piano. 

151. La Cinematica si presta mirabilmente anche nelle ricerche 
attinenti alla curvatura delle trajettorie. Qui ci limiteremo alle più 
notevoli proprietà relativo alla curvatura delle trajettorie nel moto 
piano. Il problema fondamentale che qui si presenta, è il seguente : 

Data la legge di un moto piano qualunque, determinare il centro 
di curvatura della traiettoria descritta da un punto qualunque del 
sistema mobile, in un istante qualunque. 

Abbiamo veduto (num. 110) che un moto piano qualunque può 
sempre ridursi iu ogni istante al moto di un quadrilatero articolato. 
Consegue da ciò che l’enunciato problema si riduce al seguente: 

Dati i centri di curvatura delle trajettorie descritte da due punti 
del sistema mobile, determinare il centro di curvatura della traiet¬ 
toria descritta da un punto qualunque del sistema, in un istante 
qualunque. 

Congiungendo i tre dati punti del sistema mobile, si ottiene un 
triangolo invariabile, ed il problema può allora enunciarsi ; 

Lati i centri di curvatura delle trajettorie descritte da due ver¬ 
tici di un triangolo, determinare il centro di curvatura della traiet¬ 
toria del terzo vertice. 

Sia: ABM (Fig. 98) il triangolo invariabile; F, G, i centri di cur¬ 
vatura delle trajettorie descritte dai vertici A, B. 
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Costruiscasi il centro d’istantanea rotazione C corrispondente alla 
attuale posizione. Esso si trova nell’incontro delle due normali AF, 
BG, alle trajettorie dei punti A, B. Sarà CM la normale alla traiet¬ 
toria del vertice M, ed in essa deve trovarsi il centro di curvatura 
cercato. 

Conducasi la tangente CT alla linea fissa nel punto C, col proce¬ 
dimento di Bobillier (num. 117). Essa può tracciarsi senza segnare 
tale linea fissa, poiché sappiamo, che l’angolo TCA è uguale ed in¬ 
verso all’angolo BCK, essendo K l’incontro delle rette AB, FG. 

Ora supponiamo che S sia il centro di curvatura della traiettoria 
descritta dal vertice M. Per la stessa costruzione di Bobillier, l’an¬ 
golo TCA dovrà essere uguale ed inverso all’ angolo LCM, essendo 
L il punto d’incontro delle rette AM, FS. 

Dunque il cercato centro di curvatura S si trova, costruendo l’an¬ 
golo MCL = BCK, con che si viene ad ottenere il punto L ; poi ti¬ 
rando la retta LF, che interseca la normale MC nel punto S. Questo 
è il centro di curvatura domandato. Tale costruzione è dovuta a Bo¬ 
billier (Cours de Géometrie , 15 édit., pag. 233). 

152. Applichiamo questo semplice procedimento al moto el¬ 
littico. 

Sieno OA, OB (Fig. 99) le rette, lungo le quali si muovono rispet¬ 
tivamente i punti A, B del sistema. Proponiamoci di trovare il centro 
di curvatura della ellisse descritta da un punto qualunque M del 
sistema, in questo punto. Sia C il centro d’istantanea rotazione cor¬ 
rispondente alla posizione; sarà CM la normale all’ellisse nel punto M. 
I centri di curvatura delle trajettorie descritte dai punti A, B, sono 
in tal caso a distanza infinita. Per conseguenza, il punto denotato 
prima con K passa pure a distanza infinita nella direzione AB. Si 
unisca questo punto con C, che vale quanto dire, condurre da C la 
CH parallela alla AB ; costruiscasi l'angolo MCL = BCH. 11 lato 
GL di questo angolo interseca la retta AM nel punto L. Uniscasi il 
punto L col centro F, passato a distanza infinita, ossia conducasi da 
L la parallela alla AC, ed essa incontra la normale CM nel punto S, 
che è il centro di curvatura della nominata ellisse nel punto M. 
Tralasciamo, per non allungarci troppo, altri bellissimi esempi, che 
ognuno potrà fare da sé. 

153. Anche col mezzo delle linee, fissa e rotolante, possiamo 
determinare i raggi di curvatura della traj ettoria descritta da un 
punto qualunque del sistema piano mobile. 
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Sieno CF e CE (Fig. 100) le linee, fissa e rotolante; C il loro 
punto di attuale contatto; ed M un punto qualunque del sistema 
mobile, invariabilmente congiunto colla CK. Si vuol determinare il 
centro di curvatura della trajettoria descritta dal punto M nell’istante 
che si considera. Sappiamo che la normale alla trajettoria nel punto 
M è la MC. Consideriamo una posizione del sistema infinitamente 
vicina alla precedente; quando cioè il punto f' della rotolante viene 
a coincidere col suo corrispondente C' della fissa. Abbiamo veduto 
come si determini la posizione M' che assume in conseguenza il punto 
M (num. 121). Ora la normale alla trajettoria nel punto M' è la M'C'. 
Ma le due normali alla trajettoria nei punti MM', infinitamente vi¬ 
cini, s’incontrano nel centro di curvatura della trajettoria. Dunque 
il punto 0, intersezione delle due normali, sarà il centro di curva¬ 
tura della trajettoria considerata nel punto M. 

154. Determiniamo il valore del raggio di curvatura OM, che 
denoteremo con p, in funzione dei raggi di curvatura dello due linee, 
fissa e rotolante, che indicheremo rispettivamente con r, r'. Siano A,B 
i centri di curvatura di queste due linee nel punto C, talché sarà 
AC = r; BC = r'. Inoltre sia CAC' = clQ ; GBy' = <^0'; d<S> l’angolo 
formato dalle due normali infinitamente vicine MO, M'O; l’angolo 
CMt'=(Zcp'; e finalmente l’angolo della normale MO colla AB, ossia 
AGO = BCM = a. Quando il punto r' viene a coincidere con C', la 
y'M viene sul prolungamento della retta OC' in C'M', e la retta y'B 
sul prolungamento della AG'. Di guisa che avremo : AG'O = By'M. 
Ma per le convenute notazioni : 

ang. A C' 0 = cu- cp — dQ 
ang. B f' M = a -+- d 0' — d qp'. 

Dunque uguagliando questi due valori: 

d <p -+- d cp' = d 0 -4- d 0'. 


Ora indicando con ds l’archetto infinitesimo CC' = C'f' si ha : 




Di più scrivendo CM =p, OC = q, si ha : 

, ds . cosa -, . ds . cos« 

<*<p =—;—'• dq>= —-—• 

q p 

Sostituendo questi valori nella ultima equazione, si ottiene: 
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1 


(!)• 




cos a —- 


Formola conosciuta col nome di Savarv, ma scoperta da Euler. Da 
essa si ricava il cercato valore del raggio di curvatura p. Osservando 
che p=p-t -q, si avrà per conseguenza: 



( 2 ). 


155. Dalla formola (1) d’Euler, Savary ha dedotto un procedi¬ 
mento grafico semplicissimo che porta il suo nome, per ottenere il 
centro di curvatura 0. 

Possiamo scrivere quella equazione sotto la forma: 


od anche: 


cosa 1 1 cosa 

p r' r q 

r'. cosa —p q — rcosa 
p.r 1 q.r 


oppure nel modo seguente: 

p — r' cos a r cos a — q 
p r' sen a q r sen a 


( 3 ). 


Sieno A, B (Fig. 101) i centri di curvatura delle due linee, fissa 
e rotolante; C il punto di attuale loro contatto; M il punto gene¬ 
ratore della traiettoria; CM la normale alla medesima nell’ istante 
che si considera; 0 il centro di curvatura. 

Dal punto C conducasi la perpendicolare CN alla normale CM. 
Uniscasi M con B, e si prolunghi la congiungente sino all’incontro 
N della CN. Dal punto B si abbassi la perpendicolare BK alla CM. 
Si ottengono così due triangoli simili: MBK, MNC, dai quali si ha: 

CN BK 
MC — MK 


e sostituendo le precedenti rotazioni : 


CN = p. 


r'. sen a 
p — r 1 cos a 


1 p —- P cos a 

CN p r' sen a 


od anche 
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Dal punto A si abbassi la perpendicolare AH alla CM ; e si unisca 
A con 0 fino all’incontro della CN, nel punto che diremo N'. Si ot¬ 
tengono così altri due triangoli simili : AHO, OCN', dai quali si ri¬ 
cava: 

CN' AH 
OC ~ HO ’ 

e sostituendo le precedenti rotazioni : 


od anche 


CN' = ?. — : Sen ° 

r.cosa — q 

1 _r cos a — q 

CN' q r sena 


Dunque, avuto riguardo alla equazione (3) si ha: 


_1_i_ 

CN "" CN' 


ossia: CN = CN'. Ciò significa, che le due congiungenti MB, AO, 
debbono intersecarsi in uno stesso punto N della CN. 

Per ottenere quindi il centro di curvatura 0, si conduca da C la per¬ 
pendicolare alla normale CM, poi uniscasi M con B sino all’incontro 
N della predetta perpendicolare, finalmente congiungasi N con A. La 
NA interseca la normale BM nel centro di curvatura 0. Questa è 
la celebre costruzione dovuta a Savary. 

156. Se noi consideriamo sulla predetta normale CM una serie 
di punti, come: M, M u M 2 ,.... (Fig. 102) in modo da costituire una 
punteggiata, i centri di curvatura corrispondenti alle trajettorie de¬ 
scritte dai medesimi punti formeranno una punteggiata: 0 , 0 ,, 0 2 ,... 
proiettiva e sovrapposta alla prima. Infatti il fascio di raggi di centro 
B, cioè: B (M M, M 2 ...) è intersecato dalla retta CN secondo una pun¬ 
teggiata N N, N 2 ... proiettiva alla punteggiata MM, M 2 .... Quindi il 
fascio di raggi di centro A, cioè: A (N N, N 2 ..) è proiettivo al fascio 
precedente B. Ma il fascio A viene intersecato dalla normale CM in 
una punteggiata 0 0,0 2 . Dunque quest’ultima sarà proiettiva e so¬ 
vrapposta alla punteggiata M M, M 2 ... come si è asserito. 

157. Ad ogni punto M della prima punteggiata possiamo tro¬ 
vare il corrispondente 0 della seconda, col procedimento di Savary, 
e reciprocamente. Sieno ancora H e K le proiezioni dei due centri 
di curvatura A, B, sulla normale CM. È facile vedere che quando il 
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punto M passa in K, il punto 0 va in H. Dunque il punto H è il 
centro di curvatura della traiettoria descritta da K. 

Supponiamo che il punto 0 passi a distanza infinita in 0^. A 
questo corrisponde il punto limite dell’altra punteggiata, e che deno¬ 
teremo con fi. Esso si ottiene conducendo la AO^, ossia la Av pa¬ 
rallela a OH, sino all’incontro v della CN, poi la Bv, che incontra 
la OM nel punto limite fi. 11 centro di curvatura della traiettoria 
descritta dal punto g essendo all’infinito, ne segue che tale traiet¬ 
toria deve presentare in n un punto d’inflessione. 

Quando il punto M cade fra C e fi, ad esempio, in M 3 , la curva¬ 
tura della traiettoria da esso descritta cangia senso, perchè il centro 
di curvatura corrispondente va in O a . Quando il punto M si trova 
in C, il centro di curvatura 0 coincide con esso, e quindi il raggio 
di curvatura si riduce a zero. Talché il punto C nell’istante che si 
considera, descrive una cuspide, come si vede anche a priori. Perciò 
le due menzionate punteggiate proiettive hanno un punto comune in 
0, ossia un punto doppio. Se M passa per i punti 0, 0„ 0 2 , 0 3 , ossia 
se riguardiamo questi punti come appartenenti alla prima punteg¬ 
giata, otterremo i corrispondenti della seconda colla stessa costruzione. 
Così quando M va in 0, e che denoteremo con M 4 , si otterrà il cor¬ 
rispondente, unendo M 4 con B, che incontra la CN in N 4 ; quindi con¬ 
giungeremo N 4 con A che interseca CM in 0 4 . Questo sarà il punto 
corrispondente ad H 4 . 

Quando il punto M si supponga a distanza infinita in , il cor¬ 
rispondente sarà il punto limite della punteggiata 0 che denoteremo 
con cu. Esso si ottiene conducendo da B la Bv' parallela alla CM, 
e dal punto d’incontro v' di quella con la CN, condurremo la retta 
Av', che interseca la CM nel punto limite cu. Il punto limite in è 
perciò il centro di curvatura della trajettoria descritta dal punto 
all’infinito della normale CM. 

158. I due sopradetti punti limiti, cu, e g sono ugualmente 
distanti dal punto doppio C. Infatti dalla Figura si ricava, parago¬ 
nando i due triangoli simili Avv', cuCv': 

inC Cv' 

Av vv' ’ 

Paragonando gli altri due triangoli simili Bv'v, gCv: 

uC Gv 

’b 7 = 'vT - ' 
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Dividendo queste due uguaglianze si ha: 

U)C Av . Cv' 


liC Bv' • Cv 


Osservando che: 

Av = r cos a ; Cv' = r 1 sen a ; Bv' = r' cos a ; Cv = r . sen a, 
e sostituendo questi valori nell’ultirna espressione, si ottiene: 


C w = C p. 


Lo stesso risultato si può anche ricavare dalla forinola (1) di Euler, 
ponendo in essa prima p = oo e poscia q = oo. 

Poiché ponendo p = co, la q diviene Cui, e quella forinola som- 
ministra: 


1 1 



Cuj cosa \ r ri 


Ponendo q = oo, la p diviene Cp, e quella formola dà : 
_i _ i_ 



Cfi cosa \ r ri 


Dunque Cp = Cui. 

I due punti limiti p ed ui sono sempre in direzione opposta ri¬ 
spetto a C. 

159. Essendo i due punti limiti io, p ad uguale distanza dal 
punto doppio C, ne risulta fra le due menzionate punteggiate una 
proiettività tutta speciale. 

Per vie meglio riconoscere tale particolarità, disponiamo le due 
punteggiate in posizione prospettiva, facendo cioè vuotare l’una in¬ 
torno al punto doppio C, di un angolo qualunque, per modo che esse 
prendano ad esempio la posizione C M, C 0 (Fig. 103). I due punti limiti 
verranno per conseguenza in p ed uu. Da questi punti limiti condu- 
cansi rispettivamente le parallele CO, e CM. Esse s’intersecheranno 
nel punto S, che sarà il centro di prospettiva. Ne risulta così una 
losanga CpSiu, di cui CS è una diagonale. Quindi la retta CS è 
la bisettrice dell’angolo MCO. 

Dal centro S, conducasi una proiettante qualunque, la quale in¬ 
tersecherà le due punteggiate, in due punti corrispondenti M ed 0. 
Ora si conduca la proiettante simmetrica alla precedente, rapporto 
alla bisettrice CS. Essa intersecherà le due punteggiate nei punti 
corrispondenti : M' ed 0'. 
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Stante la simmetria si ha: CO = CM', e CM = CO'. Ciò deve 
aver luogo per tutti i punti corrispondenti. Dunque rimettendo le 
due punteggiate nella posizione primitiva sovrapposta, si scorge, che 
ad ogni coppia di punti corrispondenti come M ed 0, si trova un’altra 
coppia di punti corrispondenti M' ed 0' rispettivamente simmetrici 
ad 0 ed M, rapporto al punto doppio C. Inoltre risulta dalla figura 
che deve sempre essere MM' = OÓ\ Talché da una coppia di punti 
corrispondenti come : M ed 0, possiamo trovarne un’altra M', 0', fa¬ 
cendo CM' = CO, e CO' = CM. 

Conducendo da S la porpendicolare all’asse di simmetria CS, essa 
interseca le due punteggiate nei punti corrispondenti g', un', i quali 
hanno la proprietà di essere ugualmente distanti da C. Di più co- 
desta distanza è doppia di quella fra C ed un punto limite. Ripor¬ 
tando i punti g' ed tu' sulla Fig. 102, si scorge, che il raggio di 
curvatura della traiettoria descritta da g', è doppio della distanza 
C g\ I due punti corrispondenti, g' uj' si attengono, facendo Cg' = 
2. Cg; Cui'= 2. Cui. Sicché anche dai due punti limiti possiamo 
dedurre una coppia di punti corrispondenti. 

160. La costruzione di Savary si applica, qualunque sia la po¬ 
zione della normale CM (fig. 102), ad eccezione di quella, in cui 
essa normale viene a coincidere colla retta AB. Ma è facile convin¬ 
cersi che, per il principio di continuità, stabilito dal sommo Pon- 
celet, le cose dette precedentemente per una posizione qualunque 
della CM, sussistono pure per codesta posizione particolare. E ciò 
viene anche confermato dalla stessa formola (1) di Euler. 

Ponendo in essa a = 0°, si ottiene: 

1 . 1 1 1 

-1-—-H ——r .(4) 

p q r r 

Da questa formola, per ogni posizione del punto M, ossia per ogni 
valore di p, si deduce il corrispondente valore di q, che fissa la po¬ 
sizione del punto 0. In tal modo si ottengono le due punteggiate 
proiettive sovrapposte. 

Per stabilire completamente la corrispondenza fra queste due pun¬ 
teggiate, basta conoscere, come è noto, 3 coppie di punti corrispon¬ 
denti (1). Sappiamo già che il punto di contatto C delle due linee, 
fissa e rotolante è un punto doppio delle due punteggiate. 


(1) Luigi Cremona, Elementi di Geometria projettiva. 
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I centri di curvatura A, B, delle due linee medesime, costituiscono 
una seconda coppia di punti corrispondenti. Ciò risulta evidente, ma 
può confermarsi ponendo nell’ ultima equazione (4), p = r\ perchè 
allora si ottiene q — r. 

Una terza coppia di punti corrispondenti si ottiene in virtù della 
proprietà accennata nel num. prec. Talché dalla coppia B, A Fig. 104 
di punti corrispondenti, ricaviamo un’altra coppia M, 0, facendo 

CM = CA; CO = CB. 

Così chè la corrispondenza fra le due punteggiate è perfettamente 
determinata. 

161. Per costruire le altre coppie di punti corrispondenti pos¬ 
siamo procedere col metodo della geometria proiettiva. Cioè: dal 
punto doppio C, conducasi una retta qualunque CX, e da un punto 
qualunque S, si proietti sopra questa retta, i punti B ed M, che 
cadranno in b ed ni. Così avremo sopra la retta CX, tre punti C, 
b, m di una nuova punteggiata, proiettiva alla C B M... 

Uniscasi b con A, ed m con 0. Queste due rette s’intersechino 
nel punto U. 11 punto U sarà il centro di un secondo fascio di raggi, 
proiettivo a quello che ha il suo centro in S. Dunque proiettando da 
S un punto qualunque Mj della CM sulla CX in »%; poscia condu¬ 
cendo il raggio U»tj, esso verrà ad intersecare la CM in 0 lt che 
sarà il corrispondente di M,. In modo analogo potremo costruire 
altre coppie di punti corrispondenti. 

Se vogliamo il punto limite g, corrispondente al punto all’infinito 
della CO, conducasi da U la parallela alla CO che incontrerà la CX 
nel punto h; poi da h la S/i, che intersecherà la CM nel punto g. 

Analogamente ottiensi il punto limite uj, corrispondente al punto 
all’infinito della CM, conducendo la SA parallela a CM, poi la AU, 
che incontra la CO in uj. 

È manifesto che anche qui, come nel caso generale, i due punti 
limiti ui, e g, debbono essere ugualmente distanti da C, ciò che si 
conferma anche colla formola (4). 

161'"*. Le predette costruzioni esigono la conoscenza dei due centri 
di curvatura A, B, delle linee fissa e rotolante. Quando non si pos¬ 
sono avere facilmente questi qentri, è d’uopo ricorrere al procedi¬ 
mento di Bobillier (Num. 151). 

Abbiasi un moto piano qualunque, e sia DEFG (Fig. 105) il qua¬ 
drilatero articolato corrispondente ad una posizione qualunque del 
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sistema; F, G i centri fissi di rotazione; D, E i punti mobili. Sia lv 
il punto d’incontro dei due lati FG, DE; C il centro d’istantanea 
rotazione corrispondente. Consideriamo un punto qualunque M del 
sistema mobile, e troviamo, coll’indicata costruzione di Bobillier, il 
centro di curvatura della traiettoria descritta dal punto M nell’istante 
che si considera. 

A tale intento facciasi prima l’angolo MCL = ECK. Poscia uni¬ 
scasi D con M, fino all’incontro L della CL; e si congiunga F con L, 
che incontrerà la normale M C nel punto 0. Questo è il centro di 
curvatura domandato. 

Supponiamo ora che il punto M muovendosi lungo la normale M, 
si trasferisca in Mj, M 2 , M 3 ... e si ripeta la stessa costruzione. Si 
otterrà così i centri di curvatura 0,,0 2 ,0 S ... corrispondenti alle 
trajettorie descritte da quei punti. 

Eisulta da questa costruzione che i due fasci di raggi coi centri 
in D, ed F, sono proiettivi, perchè i loro raggi corrispondenti s’in¬ 
contrano nei punti L, Lj L 2 ... della retta C L. E però la normale 
CM verrà intersecata dai medesimi in due punteggiate proiettive so¬ 
vrapposte. Si trovano poi anche facilmente i due punti limiti p, w, 
che risultano ugualmente distanti dal centro d’istantanea rotazione 0. 

Questa costruzione si può applicare anche nel caso in cui la CM 
fosse normale alle due linee, fissa e rotolante. 

162. Ogni retta passante pel centro d’istantanea rotazione deve 
contenere un punto p, il quale descrive, nell'istante che si considera, 
un elemento di traiettoria, il cui centro di curvatura è situato a 
distanza infinita (Num. 157). 

Questa trajettoria speciale presenta dunque in generale in p un 
punto d’inflessione. 

Ora immaginiamo tutte le rette passanti pel centro d’istantanea 
rotazione, e sopra ciascuna di esse, quel punto come p, il quale de¬ 
scrive nell’istante che si considera un punto d’inflessione. Si dimostra 
facilmente che il luogo geometrico del punto p è un circolo. Infatti 
dalla Fig. 102 si ha, che i due triangoli: OBp, ABv sono simili, 
quindi avremo: 

Cu _ Av 

CB~ — AB 


e sostituendo le precedenti notazioni, avremo: 


r . cos a 
r + r' 


Tessabi, Cinematica. 


V_ 
r ' 


7 
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che si può anche scrivere: 

p r .r* 

cosa r + ri 

Siccome nell’istante che si considera r ed r> rimangono costanti 
qualunque sia la direzione di CM, dovrà essere costante anche 
Indicando con D questa costante avremo: 


JL = D = — 

cosa r + r J 


dalla quale si vede che p è il cateto di un triangolo rettangolo, il 
quale ha D per ipotenusa, ed a per angolo adiacente. 

Portando adunque sulla C B (Fig. 106) a partire da C, la lunghezza 
Qj — D, ed abbassando da I la perpendicolare lg ad una retta qua¬ 
lunque passante per C come ad es. CM, otterremo nel piede g di 
questa perpendicolare, uno dei punti in esame. E però il luogo geo¬ 
metrico del punto g è il circolo descritto sul diametro CI — D. Esso 
è sempre tangente alle due linee fissa e rotolante nel loro punto di 

attuale contatto. 

Questo importantissimo circolo, scoperto da De La Mire (1), venne 
denominato il circolo delle inflessioni , perchè tutti i suoi punti de¬ 
scrivono nell’istante che si considera, punti d’inflessione. Il diametro 
D di questo circolo è dato dalla forinola: 


D == 


r . r' 
r + r 3 


che si può anche scrivere: 



La quale dice che il valore reciproco del diametro del circolo delle 
inflessioni è uguale alla somma dei valori reciproci dei raggi di cur¬ 
vatura delle linee fissa e rotolante. . . 

163. 11 diametro del circolo delle inflessioni non dipende che 
dai raggi di curvatura delle due linee, fissa e rotolante nel punto 


(1) Mèmoires de VAcadémie Royale des Sciences, 1706, pag. 340. Traiti 
des roulettes. Trattarono in seguito di questo circolo: Gilbert, Bresse, Resai, 
Schell, Aronhold, Burmester, Schònflies, Williamson, ecc. 
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di attuale contatto. Per cui esso cangia in generale negli istanti suc¬ 
cessivi variando i due detti raggi. Proponiamoci di costruire il circolo 
delle inflessioni corrispondente ad una posizione qualunque del si¬ 
stema mobile. Sieno, A, B (Fig. 106) i centri di curvatura delle due 
linee fissa e rotolante nel punto del loro attuale contatto C. Il dia¬ 
metro del cercato circolo sarà sulla normale comune AB delle linee 
medesime. 

Si può calcolare la sua lunghezza mediante la forinola (5). Ma è 
meglio piocedere colla costruzione di Savary. A quest’uopo si conduca 
da C una retta qualunque CM, e la perpendicolare Cv alla medesima 
pure da C. Poi da A la parallela alla CM sino all’incontro v della 
predetta perpendicolare. La congiungente di B con v interseca la CM 
nel punto p. Quindi conducendo da p la perpendicolare pi alla CM, 
sino all’incontro I della linea AB, si otterrà in CI il diametro del 
circolo d’inflessione. 

11 punto I dicesi polo d'inflessione. 

164. Quando la curvatura delle linee fissa e rotolante è in senso 
contrario, come abbiamo supposto nella nostra figura, il circolo delle 
inflessioni trovasi sempre dalla parte della linea rotolante, ossia da 
C verso B. Il suo diametro CI è sempre minore di CB, ed acquista il 
suo massimo valore, che è CB, nel caso particolare in cui il raggio 
CA diviene infinito. 

Quando la curvatura delle due linee medesime è dalla stessa parte, 
bisogna considerare r’ come negativo, ed allora è d’uopo distinguere 
due casi, secondochè r è maggiore o minore di r 1 . 

Se r e maggiore di r\ il valore del diametro L> diventa negativo, 
poiché in tal caso la formola (5) diviene: 

1 _ 1 1 r’ — r r _ r 1 

D r r* yy* rr* * 

1 ei cui il diametro D deve essere portato dalla stessa parte delle 
linee fissa e rotolante, ossia da C verso A, dalla quale si troverà 
per conseguenza anche il circolo delle inflessioni. In tal caso il va¬ 
lore del diametro D varia fra i limiti zero e l’infinito. È zero quando 
r'— 0; infinito quando r'~r. 

Se r' è maggiore di r, la formola (5) diviene : 

_1__1__1_ r' — r 

D r r 1 r .r 1 

che è sempre positiva. Dunque il circolo delle inflessioni si trova 
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dalla parte opposta delle due linee fissa e rotolante. In tal caso il 

_ • n • 1 * * J_? 1}* n .. li' ìnlìnìf A 


(ldlld pai ia> v/ \ 

valore del diametro D varia fra i limiti: l’infinito ed r. E infinito 
quando r' = t, ed r quando v' = oo. 

Riassumendo, possiamo dire, che quando si ha rotolamento esterno, 
il circolo delle inflessioni si trova sempre dalla parte opposta alla 
linea fissa, ed il suo diametro D varia, da zero all’infinito. Quando 
invece si ha rotolamento interno, il circolo delle inflessioni si trova 
sempre dalla stessa parte delle due linee fissa e rotolante, ed il suo 

diametro D varia, dall’infinito a zero. 

Si possono confermare tutte codeste relazioni, mediante la costru¬ 
zione di Savary. 

165. Per determinare il punto d’incontro del circolo delle infles¬ 
sioni con una retta qualunque passante per C indipendentemente dai 
raggi di curvatura r, r', basta conoscere una coppia di punti corri¬ 
spondenti come M ed 0 (Pig. 105) sopra la nominata retta. Infatti 
introducendo nella (1) il valore del diametro D, dato dalla (5) si ha: 



da cui si ricava: 


P + g 


D. cosa 


che si può scrivere: 


P + g _P 


q D.cosa’ 


Col mezzo di questa proporzione possiamo trovare il punto domandato. 

Sia C (Pig. 108) il centro d’istantanea rotazione; 0 il centro di 
curvatura della traiettoria descritta dal punto M; q il punto d’in¬ 
contro del circolo delle inflessioni colla normale CM. 

L’ultima proporzione può trascriversi nel seguente modo: 


MO _ MG 
OC — Cu 


MO —OC MC — Cu 


che si riduce alla 


MO MC 


MC Mm ‘ 


Dal punto M conducasi una retta qualunque MH, e su di essa 

TT TT •_: _ i-r, U «ATI fi O PATÌ ( . 


prendasi un punto qualunque H. Uniscasi il punto H con 








— 101 — 


Poi si tiri CK parallela ad OH sino all’incontro di MH in K e da 
K la lvu parallela a CH. Sarà q il cercato punto, appartenente al 
circolo d’inflessione. 

Poiché dalla simiglianza dei triangoli MOH, MCK si ricava: 

MO _MH 

MG — MK* 

E dalla somiglianza dei triangoli: MCH, MqK si ha: 

MH MC 

MK — Mq' 

Dunque : 

MO MG 

MCf M|7 

che prova l’asserto. 

Questa semplicissima costruzione, che si applica anche quando la 
CM si trova sulla normale comune alle due linee fissa e rotolante, 
è dovuta a Grflbler (1). 

166. Mediante la indicata costruzione possiamo determinare il 
circolo delle inflessioni anche senza avere i due centri di curva¬ 
tura A, B. 

Supposto un moto piano qualunque, deducasi il quadrilatero ar¬ 
ticolato OMMjOj (Fig. 109) corrispondente alla posizione conside¬ 
rata. Proponiamoci di costruire il circolo delle inflessioni nello stesso 
istante. 11 punto M ruota intorno il centro 0, ed il punto M, ruota 
intorno il centro 0,. L’incontro delle due normali MO, MjOì è il 
centro d’istantanea rotazione C corrispondente. I due punti M ed 0 
sono punti corrispondenti sulla normale OM, e'così pure sono corri¬ 
spondenti i due punti M,, 0, sulla normale M, O v Quindi col metodo 
di Griibler potremo trovare i due punti q, q, del circolo delle infles¬ 
sioni, situati sopra queste due normali. E però il circolo medesimo 
sarà determinato dai tre punti Cqqj 

Potrebbesi anche trovare il solo punto q, e poi costruire la nor¬ 
male CI alle due linee fissa e rotolante nel punto C, col metodo di 
Bobillier. Si ottiene così facilmente il centro del circolo medesimo. 

167. Conoscendo il circolo delle inflessioni si può determinare 
il centro di curvatura della trajettoria descritta da un punto M qua- 


(1) Zur Construction der Wendepunkte. Zeitschrift fur Mathematih und 
Physik, XXIX Jahrgang, 1884, pag. 310. 

\ 
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lunque del sistema. In tal caso sono conosciuti i punti C, M, p 
(Fig. 108) e tutto si riduce a determinare 0, il quale si può avere 
mediante la costruzione di Griibler. 

Reciprocamente se fossero dati i punti C, 0, p, si potrebbe trovare 
il punto M colla medesima costruzione eseguita in ordine inverso. Cioè: 
da un punto H qualunque si conducono le due rette HO, HC. Poi 
da C, la CK parallela ad OH, da p la pK parallela a CH. Così si 
viene a determinare il punto K. La congiungente di H con K, in¬ 
contra la CM nel punto M, la cui trajettoria ha per centro di cur¬ 
vatura il dato punto 0. 

168. Le tangenti alle traiettorie nei punti d’inflessione, descritti 
dai singoli punti situati sul circolo delle inflessioni, passano tutte 
pel polo d’inflessione. Sia p (Fig. 106) un punto qualunque di questo 
circolo. La normale al detto punto d’inflessione passa pel punto di 
contatto delle due linee fissa è rotolante, cioè C: dunque la tangente 
alla trajettoria nel punto p deve passare pel punto diametralmente 
opposto a C sul predetto circolo, cioè pel polo d’inflessione I. La 
stessa cosa sussiste per tutti i punti del circolo delle inflessioni. 

Si perviene così al teorema: 

Le tangenti alle traiettorie descritte dai differenti punii situati sul 
circolo delle inflessioni , convergono tutte al polo d'inflessione. 

Dal quale scaturisce il seguente: 

Se impunto del sistema mobile descrive una retta, questa passa pel 
polo d’inflessione ; ed il circolo delle inflessioni passa per quel punto. 

Questo teorema serve a determinare facilmente il circolo delle in¬ 
flessioni quando un punto del sistema descrive una retta. Così nel 
moto ellittico, siccome i punti situati sull’epiciclo descrivono rette, 
ossia diametri del deferente, si conclude che in tal moto il circolo 
delle inflessioni coincide coll’epiciclo. Fatto che si può anche verifi¬ 
care colla formola (5). Infatti in tal caso si ha: 

1_L 1 1 

D r 1 r 

2 r 

Dunque il diametro del circolo delle inflessioni è uguale al raggio 
del deferente, e però uguale al diametro dell’epiciclo. 

169. Mediante l’enunciato teorema possiamo trovare il circolo 
delle inflessioni nell’importante moto seguente: Un prrnto M (Fig. 110) 
del sistema ruota intorno al centro fisso 0, mentre un altro punto N 
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del medesimo, scorre sulla retta fissa 0 X. È questo il moto che ha 
la biella rappresentata da MN, congiunta a snodo ad un estremo con 
una manovella OM, e scorrente coll’altro estremo lungo uua guida 
rettilinea OX, e che si applica in molte macchine. 

Sia C, incontro delle due normali OM, NO, il centro d’istantanea 
rotazione. Trovisi col procedimento di Bohillier, la tangente C T alla 
linea fìssa nel punto C, costruendo l’angolo N C T uguale ed inverso 
ad MOK. Quindi conducasi la CI perpendicolare a OT, che sarà 
per conseguenza la normale alla linea fissa nel punto C. Su di essa 
deve trovarsi il diametro del circolo delle inflessioni. Ma la traiet¬ 
toria descritta dal punto N interseca la predetta normale nel punto I. 
Dunque esso è il polo d’inflessione.-11 circolo delle inflessioni è così 
perfettamente individuato dai tre punti : C, N, I. 

170. Le tangenti alle traiettorie nei punti d’inflessione passano 
per tre punti infinitamente vicini ed hanno un contatto di 2° ordine 
colle medesime. Ma in particolare la tangente alla traiettoria descritta 
dal polo d’inflessione in questo punto, ha con essa un contatto di 3° 
ordine. Infatti consideriamo un punto qualunque P del circolo delle 
inflessioni. La tangente in questo punto passa per 3 punti infinita¬ 
mente vicina della traiettoria, e per quello che si disse anche per il 
polo d’inflessione. Supponiamo ora che il punto P si accosti sempre più 
al polo d’inflessione e venga a coincidere con esso; allora la tangente 
alla traiettoria passerà per i tre punti infinitamente vicini a P, nonché 
pel polo d’inflessione; ossia per 4 punti della traiettoria; e però il con¬ 
tatto sarà come si è detto del 3° ordine. La traiettoria non presenta 
più inflessione nel polo, ma trovasi da una sola parte della tangente. 

Chiameremo per maggior brevità questi punti aventi un contatto 
di 3° ordine colla tangente: punti di schiacciamento. 

La trajettoria descritta dal polo d’inflessione ha dunque colla tan¬ 
gente in questo punto singolare un contatto assai intimo, e possiamo 
dire che si confonde con essa per un lungo tratto. 

Questa proprietà serve mirabilmente per costringere un punto a 
muoversi per un tempo relativamente lungo in linea pressoché retta, 
come si vedrà, quando parleremo dei trascinamenti rettilinei ap¬ 
prossimati. 

171. Esiste in generale sul circolo delle inflessioni un altro 
punto la cui traiettoria presenta colla rispettiva tangente un contatto 
di 3° ordine. Per chiarire meglio la cosa prenderemo un esempio. 
Supponiamo che il moto piano sia definito dal rotolamento della 


/ 
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retta DE (Fig. Ili) sulla evolvente DF del circolo I)A. Quando 
un punto qualunque y della rotolante DE, viene a coincidere col cor¬ 
rispondente C della fissa DF, si segni il corrispondente circolo delle 
inflessioni. Il diametro CI di questo è uguale al raggio di curva¬ 
tura CA della evolvente nel punto C, poiché essendo r' — oo, si ot¬ 
tiene per la forinola (5): D = r = AC. 

Si trasporti questo circolo delle inflessioni CI, in y>1* tangente in 

Y alla posizione iniziale della rotolante DE. Possiamo chiamare il 
circolo y n. A futuro circolo delle inflessioni, perchè quando il punto 

Y va in C, quel circolo diventa precisamente il circolo delle inflessioni. 
Allo stesso modo si segnino tutti i futuri circoli delle inflessioni, tan¬ 
genti alla rotolante D E, come apparisce nella figura. 

Sia DvK la linea inviluppante di tutti codesti circoli, e v il punto 
di contatto di essa col circolo yo- H punto v è il punto d’incontro di 
due futuri circoli d’inflessione consecutivi. Ora quando il circolo Yvn 
viene a coincidere col circolo delle inflessioni CNI, il punto v prende 
la posizione N per modo che sia IN = q v. Dunque il punto N si può 
considerare come appartenente tanto al circolo delle inflessioni CI. 
quanto al suo consecutivo. E però la traiettoria descritta da esso 
avrà in comune colla rispettiva tangente quattro punti infinitamente 
vicini. 

Consegue da ciò che il contatto della traiettoria descritta dal punto N, 
colla rispettiva tangente ò del terzo ordine. La stessa cosa deve dirsi di 
tutti i punti situati sulla inviluppante DvK. 

11 ragionamento fatto su questo moto particolare si estende natu¬ 
ralmente in generale a tutti i moti, ed ogniqualvolta esisterà una linea 
inviluppante i futuri circoli delle inflessioni, prescindendo dalla linea 
rotolante, si presenteranno questi punti singolari aventi colla tangente 
un contatto di terzo ordine (1), cioè punti di schiacciamento. 

172. La sopranominata inviluppante potrebbe ridursi ad un sem¬ 
plice punto. Ciò avviene quando tutti i futuri circoli delle inflessioni 
passano per quel punto. In tal caso questo punto descrive una serie 
infinita di punti d’inflessione consecutivi che è precisamente una 
retta. Ciò succede ad es. nel moto studiato al N. 150, quando cioè una 
spirale logaritmica rotola sopra una sua tangente. Sia PCD (Fig. 112) 


(1) Questa osservazione è dovuta a Ball, Notes on applied Meclianics. Pro- 
ceed. of thè li. Jrish Acad., voi. I, serie II, pag. 213, 1871. 
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una spirale logaritmica di polo P, che rotola sulla tangente CT: 
C il punto di attuale contatto. Per ottenere il raggio di curvatura 
della spirale nel punto C, è noto, che basta condurre la perpendico¬ 
lare CI alla tangente CT, e la perpendicolare PI al raggio vet¬ 
tore PC. L’incontro I di queste due perpendicolari è il centro di 
di curvatura; per cui CI è il raggio di curvatura nel punto C. Sic¬ 
come il raggio di curvatura della linea fissa ossia retta CT è infi¬ 
nito, il diametro del circolo delle inflessioni per la formola (5) ri¬ 
sulta uguale a CI. Per conseguenza il circolo stesso è CPI. 

Cerchisi nello stesso modo il centro di curvatura E, di un altro 
punto qualunque D della spirale. Sarà allora DE il diametro del 
futuro circolo delle inflessioni corrispondente al punto I). Quindi DPE 
il circolo stesso. Come vedesi anch’esso deve passare per il polo P. 
Ma ciò che si verifica per questo circolo deve sussistere per tutti gli 
altri analoghi. Dunque tutti i futuri circoli delle inflessioni debbono 
passare per il polo P ; e però essa deve descrivere la retta PI. 

173. Così pure nel rotolamento del circolo CD II (Fig. 113) 
sulla tangente CT, il suo centro B, deve descrivere la retta BK. 
parallela a CT, come è evidente a priori. In tal moto per la for¬ 
mola (5) il diametro del circolo delle inflessioni è uguale al raggio 
del circolo rotolante. Dunque tutti i futuri circoli delle inflessioni 
debbono passare per il centro B, e per conseguenza esso deve descri¬ 
vere ima retta. 

174. Dato un moto piano qualunque, si può dire a priori quale 
è il luogo dei punti che descrivono trajettorie dotate di punti d’in¬ 
flessione, di schiacciamento, o cuspidi. Così se si pone mente al moto 
discusso al Num. 171 e rappresentato nella Fig. Ili, si scorge su¬ 
bito che tutti i punti situati nello spazio compreso fra la linea ro¬ 
tolante DE, e la linea inviluppante DvK, debbono descrivere tra¬ 
iettorie dotate di punti d’inflessione. Poiché per qualunque punto 
situato in codesto spazio deve passare un futuro circolo delle infles¬ 
sioni. E si può determinare anche la posizione del punto d’inflessione 
stesso, considerando il momento in cui il circolo medesimo viene ad 
essere tangente alla linea fissa DF, e prendere così la posizione di 
un vero circolo delle inflessioni. 

Tutti i punti situati sulla linea D q H, luogo dei futuri poli d’in¬ 
flessione, descrivono trajettorie dotate di punti di schiacciamento, 
Giacché qualunque punto situato su questa linea è un futuro polo 
d’inflessione. Così il punto q descrive la trajettoria qll, che presenta 
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lo schiacciamento in I. Così pure tutti i punti situati sulla linea in 
viluppante DvK, debbono descrivere traiettorie dotate di punti di 
schiacciamento, perchè quelli sono i punti d’incontro di due futuri 
circoli d’inflessione consecutivi. Così il punto v descrive la traiettoria 
v N Nj che presenta lo schiacciamento in N. 

In generale considerando un moto piano qualunque, possiamo dire 
che tutti i punti situati nello spazio compreso fra la linea rotolante 
e la linea inviluppante i futuri circoli d’inflessione descrivono traiet¬ 
torie che possiedono punti delle inflessioni. Mentre le traiettorie di 
tutti gli altri punti che si trovano al di fuori del definito spazio non 
presentano in generale punti d’inflessione. Inoltre i punti situati sulla 
linea luogo dei futuri poli d’inflessione, ed i punti situati sulla in¬ 
viluppante i futuri circoli delle inflessioni, descrivono traiettorie do¬ 
tate di punti di schiacciamento. Finalmente tutti i punti della linea 
rotolante descrivono traiettorie dotate di cuspidi. 

175. Sopra ogni retta passante pel centro d’istantanea rotazione, 
come ad es. CM (Fig. 102) deve esistere oltre il punto p, un punto ana¬ 
logo a quello che abbiamo indicato con uj. Questo punto è il centro 
di curvatura della trajettoria descritta dal punto all’ infinito della 
retta CM. E però il raggio di curvatura corrispondente è infinito. 
Come abbiamo veduto (Num. 158) i punti uj e p sono sempre ugual¬ 
mente distanti da C. 

Dunque il luogo geometrico del punto uj è un circolo uguale al 
circolo delle inflessioni, situato dalla parte opposta a questo, rispetto 
alla tangente comune in C. Questo nuovo circolo è il luogo geome¬ 
trico dei centri di curvatura delle traiettorie descritte dai punti del 
sistema, situati a distanza infinita. Esso venne denominato da De- 
wulf(l): circolo dei centri. 

176. L’esistenza del circolo dei centri, come quello delle infles¬ 
sioni, può anche essere provata mediante la forinola (2) (Num. 154), 
che dà il valore del raggio di curvatura. Infatti per quella forinola, 
p diventa infinito, quando sono verificate, o l’una, o l’altra delle se¬ 
guenti condizioni: 


p = oo. 


(1) Dewixf, Sur une transformation géomètrique générale doni un cas 
parliculier est applicable à la Cinématique (Annales Scientifiques de l hcole 
Normale Supérieure, serie 3 a , tomo III, pag. 405, 1886). 
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Se è verificata la prima di queste condizioni si ha: 


cosa 



E ponendo come prima 


1_1 1 

L> r r" ' 

p = D . cos a, 


la quale rappresenta come si è veduto il circolo delle inflessioni. 

Se si verifica la seconda condizione p = co; allora, ponendo questo 
valore nella formola (1), essa diviene: 


1 1 1 

-cos a =- 1 - 


£ 

~b 


7 

dalla quale si ricava: 


q = D . cos a, 


che rappresenta il circolo dei centri. 

Per tanto, il circolo delle inflessioni, e quello dei centri, sono due 
circoli uguali, simmetrici, rapporto alla tangente comune alle due 
linee fissa e rotolante nel loro punto di attuale contatto, ed entrambi 
tangenti alla nominata tangente. 

177. Esaminiamo ora le relazioni della curvatura delle trajet- 
torie nel moto inverso al precedente, cioè quando la rotolante diventa 
la fissa, e la fissa diviene rotolante. 

Se nel moto diretto, il punto 0 (Tig. 102) è il centro di curva¬ 
tura della trajettoria descritta da M: nel moto inverso, M è il centro 
di curvatura della trajettoria descritta dal punto 0. Ciò si deduce 
immediatamente dalla formola (1), scambiando tra loro le lettere 
p, q, come anche dalla costruzione grafica di Savary. 

In particolare abbiamo veduto (Num. 160) che A è il centro di 
curvatura della trajettoria di B, dunque nel moto inverso B è il 
centro di curvatura della trajettoria di A, come si vede anche a 
priori. 

11 circolo delle inflessioni nel moto inverso, è uguale al circolo 
delle inflessioni nel moto diretto, ma situato in senso opposto rap¬ 
porto alla tangente comune allo due linee fissa e rotolante, cioè coin¬ 
cide col circolo dei centri del moto diretto. 

Ili 

Ciò risulta dalla formola: 0 = — -j- la quale rimane invariata, 
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scambiando i valori di r, r' ; e portando il diametro D in senso in¬ 
verso, cioè nella nuova direzione di r'. Così ad es. abbiamo veduto 
che nel moto ellittico, il circolo delle inflessioni coincide coll’epiciclo 
(Num. 168). 

Dunque nel moto antiellittico, il circolo delle inflessioni è uguale 
a quell’epiciclo, ma è simmetrico a questo, rapporto alla tangente 
comune alle linee fissa e rotolante. 

178. Colla considerazione del moto inverso si giunge alcirne 
volte a trovare molto facilmente il circolo delle inflessioni. Serve a 
quest’uopo l’osservazione seguente: 

Se nel moto piano del sistema, una sua retta deve passare costan¬ 
temente per un punto fisso, nel moto inverso, questo punto scorre 
lungo quella retta, ossia descrive la retta medesima. Quindi il cir¬ 
colo delle inflessioni nel moto inverso, deve passare per quel punto 
(Num. 168). 

Proponiamoci ad es. di determinare il circolo delle inflessioni nel 
moto concoidale a direttrice rettilinea. La retta PA (Fig. 114) debba 
passare per il punto fisso P, mentre il punto A della medesima scorre 
lungo la retta OX. 

Trovisi il centro d’istantanea rotazione C corrispondente. Sappiamo 
che il circolo delle inflessioni deve passare per C. Per ciò che si è 
detto al Num. 168 esso deve anche passare per A. Non ci manca 
dunque che un solo punto di questo circolo. Per determinarlo, osser¬ 
viamo, che il circolo delle inflessioni nel moto inverso al proposto, 
deve passare per P. Dunque se si prende il punto 11, simmetrico a P, 
rapporto a C, facendo C B = C P, sarà B, un terzo punto del circolo 
delle inflessioni pel moto concoidale. Quindi esso si potrà costruire 
facilmente. 11 polo d’inflessione 1 sarà nell’incontro del circolo stesso 
colla retta OX (Num. 168). 

179. Passiamo ad esaminare il luogo geometrico dei centri di 
curvatura delle traiettorie descritte simultaneamente in un istante 
qualunque dai punti di una retta qualunque del sistema piano, cioè 
di una retta, non passante pel centro d’istantanea rotazione, come si 
era supposto fino a qui. 

Sieno A, B (Fig. 115) i centri di curvatura delle due linee fissa e 
rotolante; C il loro punto di attuale contatto; PQ una retta qua¬ 
lunque congiunta alla rotolante. Colla costruzione di Savary, cer¬ 
chiamo il centro di curvatura 0 della trajettoria descritta dal punto M, 
preso arbitrariamente sulla data retta. Perciò come sappiamo, dob- 
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biamo condurre MB, fino all’incontro N, della perpendicolare alla MC t 
condotta da C; poi NA, la quale interseca la normale MC nel punto 0 
domandato. Prendendo sulla data retta altri punti Mj, H 2 , M 3 ... ot¬ 
terremo, mediante Nj, N.>, N s ... i centri di curvatura corrispondenti: 

®ij 0 2 , 0 3 ... 

La linea che passa per tutti codesti punti è una conica. Infatti i 
punti N, Nj N 2 ... appartengono ad una conica, poiché i fasci di 
centri B e C, cioè : B (M Mj M 2 M 3 ...) ed C (N Nj N., N 3 ...), sono 
proiettivi. Dunque i raggi corrispondenti dei due fasci s’intersecano 
in punti N, NjN 2 N 3 ... situati sopra di una conica (1). 

Ma la linea : 0 Oj 0 2 0 3 ... è omologica alla conica: N N, N 2 N 3 ..., 
essendo A, il centro d’ omologia, e QP, l’asse di omologia. I raggi 
omologhi, come: N B, ed OC; Nj B ed OjC ecc., s’intersecano in punti: 
M, Mj, M 2 ..., della retta P Q. Dunque la nominata linea 0 0, 0 2 ... 
è una conica. Talché ad ogni punto della retta PA, corrisponde un 
determinato punto sulla conica 0 Oj 0 2 ... 

La detta conica passa per C, giacché al punto d’incontro Q della 
retta PQ colla tangente CT in C, alle linee fissa e rotolante, cor¬ 
risponde il centro di curvatura C. Di piìi essa è tangente alle linee 
fissa e rotolante nello stesso punto C. Poiché se consideriamo sulla P Q, 
un punto Q', infinitamente vicino a Q, il corrispondente centro di 
curvatura cade sulla tangente CT, in un punto infinitamente vi¬ 
cino a C. 

Si ha dunque il seguente Teorema, dovuto a Rivals (2): 

Il luogo dei centri di curvatura delle traiettorie descritte simul¬ 
taneamente dai punti di una retta qualunque, è una conica tangente 
alle due linee fissa e rotolante, nel punto di attuale loro contatto. 

La nominata conica è una ellisse, una parabola, od una iperbole, 
socondochè la retta PQ, è esterna, tangente, 0 segante, rispetto al 
circolo delle inflessioni. Questa aggiunta venne fatta da Gilbert (3). 

Sia infatti CI, il circolo delle inflessioni. Se la retta PQ interseca 
il medesimo, i due punti d’intersezione, hanno i loro corrispondenti 
a distanza infinita; quindi la conica è una iperbole. Se la retta PQ 
è tangente al circolo delle inflessioni, il punto di contatto ha per 


(1) Luigi Cremona, Elementi di Geometria projettiva. 

(2) Journal de l'École Polytechnique , 1853, tomo XX, cali. 35, pag. 112. 

(3) Recherches sur les propriélés gèomélriques des rnouvements plans (Aca- 
déniie Rogale de Bruxelles , Mémoires Couronnés des Savants, tome XXX, 1861). 
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corrispondente, un punto all’infinito; quindi quella conica si riduce 
ad una parabola. 

Se finalmente la retta PQ è esteriore al circolo delle inflessioni, 
la nominata conica non ha nessun punto all’infinito; quindi essa deve 
essere una ellisse. Quando la retta P Q passa a distanza infinita, la 
conica corrispondente si riduce al circolo dei centri CD. 

180. La stessa proprietà sussiste anche pel moto inverso. Laonde 
fra i due sistemi piani si ha la seguente notevole correlazione geo¬ 
metrica : A ciascun punto di un sistema corrisponde un solo punto 
nell altro, e reciprocamente , a ciascun punto di questo un solo punto 
in quello. A ciascuna retta di un sistenui corrisponde una deter¬ 
minata conica nell'altro , e reciprocamente. 

È questa la così detta trasformazione conica ( 1 ). 

Siccome una retta in uno dei sistemi è determinata da due punti, 
la conica corrispondente nell’altro dev’essere individuata dai due 
punti corrispondenti ai predetti. Ma una conica è determinata da 5 
punti. Dunque tutte le coniche di un sistema, corrispondenti alle 
infinite rette dell’altro, dovranno passare per tre punti fìssi. È facile 
vedere che questi tre punti sono coincidenti in C, e però tutte le no¬ 
minate coniche hanno in C un contatto tripunto. 

181. Se in vece di una retta in un sistema, consideriamo una 
linea qualunque algebrica dell’ordine n, la linea corrispondente nel¬ 
l’altro sistema è dell’ordine 2 n. 

Denotiamo con U, U' rispettivamente queste due linee. L’equazione 
della prima sia: 

U = a 0 -f- (b 0 x -+- b 1 y) 4 - (c 0 x 2 -4- c x x y -f- c 2 y 2 ) -)-. 

-H ( l 0 x n -+- l x x n - 1 y- f-. l n y») = 0. 

Prenderemo come asse delle x la tangente comune alle due linee 
fissa e rotolante, e come asse delle y la normale comune alle me¬ 
desime. Sia M (Fig. 116) un punto qualunque della U, ed 0 il punto 
corrispondente sulla U'. CQ=s, QM=y, le coordinate del punto M; 
CR = a;', RO = y', le coordinate del punto 0. 

Per la simiglianza dei due triangoli CMQ, COR avremo: 

_*_ y_ GM p 

x? y’ CO q 


(1) Luioi Cremona, Stille trasformazioni geometriche delle figure piane. — 
Memoria dell'Accademia delle Scienze di Bologna, serie 2", tomo II, tomo V. 
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Dalla forinola (6) del Num. 1G5, si ricava: 

p _ D. cos a 

q q — D. cos a 

Eliminando a, mediante la forinola: 


y' = q cos a, 

la precedente diviene: 

_P _ D -y’ 

q a/ ! -{- y' 1 — D y r 

Ponendo per maggior brevità: 



z = x’ 1 -hy' 1 — D y', 

si avrà: 

p x y Dy' 


q x' y' z 

quindi : 

Da: ’y' D.t f 


x — - ; y — „ 

z * 


Sostituendo questi valori nella equazione della U e riducendo si 
ottiene : 

o 0 ^ + (b 0 x' + l x y’) Di/' z”- 1 -H (c,,^ 1 -t- Cj a:' y ' - 1 - c 2 ?/' 2 ) DyV-*-4-... 
... -+- (Z 0 x' n -+- x'"- 1 y' -4-.4- l n y'") D" y'" = 0, 

la quale è l’equazione della U', e come si vede dell’ordine 2 n. La 
linea U' avrà tanti punti all'infinito, quanti sono i punti d’incontro 
della U col circolo delle inflessioni. 


Capitolo VII. 

Delle cicliche. 

182. Nei due precedenti Capitoli abbiamo parlato delle trajet- 
torio piane in generale. Nel presente vogliamo occuparci di quelle 
particolari traiettorie che nascono, quando le due linee, fissa e roto¬ 
lante, sono circoli. Queste curve hanno ricevuto la denominazione di 
Cicliche , e sono di una grandissima importanza nella teoria dei mec¬ 
canismi. 
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11 circolo fisso, dicesi deferente; il circolo rotolaute, epiciclo. 

Quando l’epiciclo rotola esternamente al deferente, sia che quello 
giaccia dalla stessa parte del deferente, oppure dalla parte contraria, 
un punto qualunque connesso coll’epiciclo genera una ciclica, che 
chiamasi epitrocoide, ed in particolare epicicloide , se quel punto tro¬ 
vasi sulla circonferenza dell’epiciclo. 

Quando l’epiciclo rotola internamente al deferente, un punto qua¬ 
lunque connesso all'épiciclo genera una ciclica, che dicesi ipotrocoide , 
ed in particolare ipocicloide, se quel punto si trova sulla circonfe¬ 
renza dell’epiciclo. 

183. Esporremo dapprima alcune costruzioni generali delle ci¬ 
cliche. 

Sieno A, B (Fig. 117) i centri del deferente e dell’epiciclo; C il 
punto di attuale loro contatto. Vogliasi la epitrocoide descritta da 
un punto qualunque M, congiunto invariabilmente coll’epiciclo. Nel 
rotolamento dell’epiciclo, il suo centro B descrive manifestamente il 
circolo di centro A, e di raggio AB. Presi arbitrariamente due archi 
uguali CD, CD' sull’epiciclo, e sul deferente, nel detto rotolamento 
il punto D verrà a coincidere col corrispondente D'. Quando i detti 
punti verranno a coincidere il raggio DB, si disporrà sul prolunga¬ 
mento del raggio A D', il centro B passerà in B', e l’epiciclo pren¬ 
derà la posizione B'D'. Considerando ora il triangolo invariabile 
BDM, esso si trasporterà in B'D'M' per modo che il lato BD coin¬ 
cida con B'D'. Talché M' sarà un punto della domandata epitrocoide. 
Nello stesso modo ottengonsi gli altri punti della medesima, pren¬ 
dendo altri punti corrispondenti sull’epiciclo e sul deferente. 

Con un compasso a tre punte si facilita grandemente il trasporto 
dei triangoli invariabili. 

184. Si procede analogamente per la costruzione delle ipotrocoidi. 

Sieno A, B (Fig. 118) i centri del deferente e dell’epiciclo; C il 

punto di attuale loro contatto; ed M un punto qualunque invaria¬ 
bilmente congiunto all’epiciclo. Quando questo rotola internamente 
sul deferente, il punto B descrive la circonferenza di centro A, e 
di raggio AB. Presi arbitrariamente i due archi uguali, CD e 
C D' sull’epiciclo e sul deferente, supponiamo che il punto D venga 
a coincidere col corrispondente D'. Allora il raggio DB verrà a di¬ 
sporsi sul raggio D'A, ed il centro B verrà in B'. Portando il trian¬ 
golo invariabile BDM in B'D'M' si otterrà in M' un punto della 
ipotrocoide. 
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Analogamente ottengonsi gli altri. 

185. Qualunque sia la posizione del punto generatore della ci¬ 
clica, in un certo istante esso si troverà sulla congiungente dei centri 
dell epiciclo e del deferente. Prendendo questa come posizione iniziale 
del punto generatore, la costruzione precedente si semplifica alquanto. 

Supponiamo dapprima che il punto generatore si trovi sulla cir¬ 
conferenza dell'epiciclo, ed inizialmente nel punto di contatto fra 
l’epiciclo ed il deferente, ossia sulla linea dei centri. Vogliasi la epi¬ 
cicloide da esso descritta. Sieno A, B fFig. 119) i centri del defe- 
ìente e dell epiciclo, (J il loro punto di attuale contatto, col quale 
coincide il punto generatore della epicicloide domandata. 

Prendasi sull epiciclo e sul deferente due archi uguali a partire 
dal punto di attualo contatto C, ad es. CD = CD'. Supponiamo che 
nel rotolamento dell’epiciclo il punto D venga a coincidere col suo 
corrispondente D\ Allora l’epiciclo prenderà la posizione B'D’. Fac¬ 
ciasi l’arco C'D' = CD, talché C' sarà la posizione assunta dal 
punto C, e quindi un punto della cercata epicicloide. 

186. Si osservi che stante la simmetria della figura, rapporto 
alla bisettrice AH, dell’angolo BAB', si ha: CC' = D'D; nonché 
CD == D'C'. Quindi noi potremo determinare il punto C' della epi¬ 
cicloide, anche senza descrivere la seconda posizione dell’epiciclo, nel 
modo seguente: prendasi la distanza dei due punti corrispondenti DD', 
e fatto centro in C, si descriva con un’apertura di compasso uguale 
a questa distanza un arco di circolo. Poi prendesi un’apertura di 
compasso uguale alla corda DC, si faccia centro in D', e si de¬ 
scriva un altro arco di circolo, il quale intersecherà l’arco precedente 
nel punto C'. Questo apparterrà alla cercata epicicloide. In modo 
analogo si otterranno quanti altri puntisi vorranno della epicicloide, 
prendendo altri punti corrispondenti sull’epiciclo e sul deferente.' 
Per procedere più speditamente si prenderà sull’epiciclo e sul defe¬ 
rente degli archetti piccolissimi uguali fra loro. 

Nel rotolamento dell’epiciclo in senso inverso al precedente, il 
punto C descrive un altro arco della epicicloide, che è manifesta¬ 
mente simmetrico, all’arco CC', rapporto alla retta AG. Di guisa che, 
questa retta è un asse della epicicloide. Questa presenta una cuspide 
in C, ed avrà altre cuspidi, ogni qualvolta il punto generatore C 
verrà sul deferente. 

187. Quando l’epiciclo rimanendo esteriore al deferente è rivolto 
dalla stessa parte del medesimo, come nella Fig. 120, il punto C 

Tessaui, Cinematica. R 
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descrive ancora una epicicloide, che alcuni autori chiamano perici- 
cloide. Quest’ultimo vocabolo però deve essere rigettato come allatto 
inutile, come vedremo tra breve. 

La detta epicicloide si costruisce col metodo generale sopra esposto. 
Cosi quando il punto D dell’epiciclo, viene a contatto col suo cor¬ 
rispondente 1)’ del deferente, il punto C passa in C che si ottiene. 
prendendo un’apertura di compasso uguale a DD', e fatto centro 
in C, descrivendo un arco di circolo; poi prendendo la corda DO, 
e fatto centro in D’, descrivendo un altro arco che interseca il pre¬ 
cedente nel punto C' dell’epicicloide. Analogamente ottengonsi gli 
altri punti della epicicloide. 

188. Supponiamo che l’epiciclo si cangi in una retta, tangente 
al deferente. Sia CE questa retta (Fig. 121). Se questa retta rotola 
sul deferente C D\ il punto C descrive una epicicloide speciale, che 
si denomina la evolvente di circolo CD'. Questa ottiensi colla pre¬ 
cedente costruzione. Si faccia l’arco CD' sul deferente , uguale al 
segmento CD della retta CE, attuale epiciclo. Prendasi la distanza 
DD', e fatto centro in C, si descriva con questa apertura di com¬ 
passo un arco di circolo; poi presa la lunghezza DC, si faccia centro 
in D', e si descriva con questa apertura di compasso un altro arco 
di circolo, che intersecherà il precedente nel punto C'. Questo ap¬ 
parterrà alla evolvente cercata. In modo analogo si otterranno gli 
altri punti di questa curva. 

Essa risulta simmetrica rapporto all’asse AC, e non ha che la 
sola cuspide in C. 

189. Se l'epiciclo è interno al deferente, esso rotola interna¬ 
mente al medesimo, ed un punto qualunque dell’epiciclo descrive una 
ipocicloide. Anche questa ottiensi collo stesso procedimento. Sieno 
A, B (Fig. 122), i centri del deferente e dell’epiciclo ; C il loro 
punto di contatto e che riguarderemo come appartenente all’epiciclo. 
Quando ad es. il punto D dell’epiciclo, va a coincidere col suo cor¬ 
rispondente D' del deferente, il punto C passa in 0'. Esso si ottiene, 
descrivendo prima un arco di circolo, col centro in 0, e col ì aggio 
DD'; poi un altro arco, col centro in D', e col raggio DO. L’in¬ 
contro di questi due archi è il punto C' della ipocicloide. 

Nel caso particolare in cui il deferente si riduce ad una retta, il 
punto di contatto dell’epiciclo con questa retta, riguardato come con¬ 
giunto all’epiciclo, descrive la cicloide ordinaria. Anche questa si 
traccia collo stesso metodo, come scorgesi nella Fig. 123. 
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190. Col mezzo delle epi- od ipocicloidi, possiamo pure co¬ 
struire facilmente le epi- od ipotrocoidi. 

Proponiamoci di costruire la epitrocoide descritta da un punto 
qualunque connesso all’epiciclo, situato entro o fuori del medesimo. 

Sieno A, B (Fig. 124) i centri del deferente e dell’epiciclo; C il 
loro punto di attuale contatto; M il punto generatore della epitro¬ 
coide, invariabilmente congiunto all’epiciclo, e che supporremo collo¬ 
cato sulla linea dei centri. 

Prendasi ad arbitrio, due punti corrispondenti D, D' sull’epiciclo 
e sul deferente. Quando essi verranno a coincidere, il punto C pas¬ 
serà in 0', determinato come si disse precedentemente. Ora osser¬ 
vando che il triangolo CDM è invariabile, ne segue che quando il 
lato CD del medesimo, passa in C'D', il punto M passerà in M'. 
Questo trasporto del triangolo CDM in C'D'M', si opera molto fa¬ 
cilmente mediante un compasso a tre punte. 

In modo analogo ottengonsi gli altri punti della epitrocoide. 

Se l’epiciclo si riduce ad una retta, il punto M, connesso con 
questa retta, genera una ciclica speciale, che chiameremo ìpercvól- 
vente. Essa si costruisce collo stesso metodo, valendosi della evol¬ 
vente descritta dal punto C. 

191. Vogliamo finalmente accennare ancora al modo di costruire 
la ipotrocoide. Sieno A, B (Fig. 125) i centri del deferente e del¬ 
l’epiciclo; C il loro punto di attuale contatto; M il punto qualunque 
connesso all’epiciclo, fuori od entro al medesimo, generatore della 
ipotrocoide, e che supporremo anche qui collocato sulla linea dei 
centri. Prendendo sull'epiciclo e sul deferente due punti corrispon¬ 
denti D, D', quando essi vengono a coincidere, il punto C, passa 
in C’ della ipocicloide descritta da C, e che si costruisce col metodo 
esposto. Ora trasportando mediante un compasso a tre punte, il tri¬ 
angolo invariabile CDM in C'D'M', si otterrà in M' un punto della 
domandata ipotrocoide. In modo analogo si costruiscono gli altri. 

Se il deferente è una retta, la ciclica prende il nome di trocoide. 

Anche questa si descrive nello stesso modo. 

192. Per costruire la normale ed il centro di curvatura in un 
punto qualunque di una data ciclica, si procede coi metodi generali 
esposti nei due precedenti Capitoli. 

Sieno: A, B (Fig. 12G) i centri del deferente e dell’epiciclo; C il 
loio punto di attuale contatto, ed M il punto generatore della ci¬ 
clica connesso all’epiciclo. Vogliasi la normale in un punto M' qua- 
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lunque della medesima. Tutto si riduce a determinare la corrispon¬ 
dente posizione dell’epiciclo, poiché, il punto di contatto di questo 
col deferente, sarà il centro d’istantanea rotazione, pel quale dovrà 
passare la domandata normale. A questo effetto descrivasi il circolo 
BB' col centro A, e col raggio AB, sul quale muovesi il centro B 
dell’epiciclo. Siccome la distanza BM è invariabile, con un’apertura 
di compasso uguale a BM, si faccia centro in M', e si descriva un 
arco, che intersecherà il circolo BB' in un punto B'. Sarà manife¬ 
stamente B', il centro dell’epiciclo corrispondente ad M'. Tracciato 
questo epiciclo, esso tocca il deferente nel punto C', quindi M'C f 
sarà la normale alla ciclica nel punto H'. 

Per ottenere il centro di curvatura della ciclica nel punto M', si 
procede col metodo di Savary. Cioè si conduce la M'B', fino all’in¬ 
contro della perpendicolare alla M'C', condotta da C'. Si unisce questo 
punto d’incontro N con A, che interseca la normale predetta nel 
punto 0. Questo è il centro di curvatura cercato. 

Con l’indicato metodo si può costruire la evoluta a qualsivoglia 
ciclica (1). 

193. Ogni ciclica è compresa fra due circoli concentrici al de¬ 
ferente, tangenti alla medesima. 

I punti di contatto della ciclica con questi due circoli diconsi 
vertici. Tutti i vertici sono ugualmente distanti tra loro. Ogni retta 
passante pel centro del deferente e per un vertice, è un asse della 
ciclica. Tutti gli archi compresi fra due vertici consecutivi, situati 
sulla medesima circonferenza limitante, sono uguali fra di loro, e si 
chiameranno archi completi. 

L’arco di deferente, uguale alla circonferenza dell’epiciclo, com¬ 
preso fra gli assi passanti per i due detti vertici, dicesi base della 
ciclica. 

Le cicliche generate dai punti di un circolo qualunque concentrico 
all’epiciclo, sono congruenti, ma diversamente orientate rispetto al 
centro del deferente. 

Quando il rapporto dei raggi del deferente e dell'epiciclo è razio¬ 
nale, la ciclica è algebrica; quando questo rapporto è irrazionale, la 


(1) Su tale quistione si consulti la memoria di Christian Wiener, Die Svo¬ 
luteti der gcschweiften und xoerschlungenen cyhlischen Curven, Zeitschrift 
fùr Mathematih und Physih, XXVIL, p. 129. 
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ciclica è trascendente. Nel primo caso la ciclica si compone di un 
certo numero intero di archi completi; nel secondo, di un numero 
infinito di archi completi, ad eccezione della iperevolvente, che pre¬ 
senta una infinità di spire. Se il rapporto razionale irreduttibile dei 
raggi del deferente e dell’epiciclo, è come i numeri interi, n : n\ la 
ciclica possiede n archi completi. 

194. Le cicliche godono una proprietà notevolissima. Esse am¬ 
mettono un duplice modo di generazione. In altre parole, ogni ci¬ 
clica può essere generata mediante due coppie differenti di circoli, 
come passiamo a dimostrare (1). 

Sieno: A, B (Fig. 127) i centri del deferente e dell’epiciclo; C il 
loro punto di attuale contatto; M un punto qualunque, connesso al¬ 
l’epiciclo, generatore della ciclica. 

Mentre l’epiciclo rotola sul deferente, il punto M ruota intorno al 
centro B, e questo ruota pur esso contemporaneamente intorno al 
centro fisso A del deferente. 

Vogliamo supporre che il rotolamento dell’epiciclo avvenga con 
moto uniforme, per cui ne risulta, che la rotazione di M intorno a B 
sarà uniforme, e così pure sarà uniforme la rotazione simultanea di 
B intorno ad A. 

Congiungendo B con M, e conducendo dal centro fisso A, la retta 
Al), parallela a BM; poi da M, la parallela MD, ad AB, si ot¬ 
tiene un parallelogramma ABMD. Durante il rotolamento dell’epi¬ 
ciclo, codesto parallelogramma si trasforma, ma rimane però sempre 
un parallelogramma, a guisa di un parallelogramma articolato, for¬ 
mato cioè da quattro verghe invariabili congiunte a snodo ai quattro 
vertici A, B, M, D. Mentre il lato BA di esso ruota intorno al centro 


(1) Si conosceva già da lungo tempo la duplice generazione dello epi- od 
ipocicloidi, dimostrata per la prima volta da De la Hire ed Euler. Ma la du¬ 
plice generazione delle cicliche in generale, venne scoperta solo recentemente 
da Belle rmann, nell'opuscolo: Epicycloiden und Hypocycloiden. InauguraU 
Dissertation. Jena. — Poco tempo dopo anche Fouret accenna a questa du¬ 
plice generazione dello cicliche, in una nota : Sur les èpicycloìdes, inserta 
nell'/Mstitiit, Journal universel des Sciences et des Sociétés Savantes, l re sec- 
tion, tome XXXVI, pag. 189. 

Trattarono in seguito sopra tale questione gli autori: Ritterhaus, Yerhand- 
lungen des Oewerbefleisses, 1874; Proctor, A Treatise on tlie cycloid, 
1878; ViE'roa e Wiener, nella Zeitschrift fùr Math. u. Physih , 1880-1881; 
Burmester, Lehrbuch der Kinematih, 1 Lieferung, 1886. 
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fisso A, ed il lato M B ruota intorno al vertice B, ne segue che anche 
il lato D A ruoterà contemporaneamente intorno al centro fisso A, ed 
il lato MD intorno al vertice D. Ma stante l’ipotesi fatta del moto 
uniforme, le rotazioni dei due lati BA, DA, intorno al centro comune 
fisso A, sono uniformi, e però in un rapporto costante. Ricaviamo 
quindi il seguente teorema: 

Se due lati BA, DA, di un parallelogramma articolato, ruotano 
uniformemente intorno al vertice fisso A, il vertice opposto ad A, 
cioè M, descrive una ciclica. 

195. Per la descrizione della ciclica generata dal punto M, è 
indifferente di considerare sia la coppia di lati: AB, BM, oppure 
l’altra coppia: AD, DM, del parallelogramma articolato, perchè in 
tutti e due questi modi si genera la medesima ciclica. 

Se consideriamo questa seconda coppia di lati, cioè AD, DM, si 
scorge, che DA ruota intorno al centro fisso A, e che il lato DM 
dovrà ruotare intorno al corrispondente centro d’istantanea rotazione. 
Come sappiamo, questo centro si trova nell’incontro delle due nor¬ 
mali alle traiettorie descritte dai due punti D, M, del lato DM. La 
prima di questo normali, è manifestamente la DA; la seconda non 
è altro che la normale alla ciclica nel punto M, ossia la MC. Dunque 
il punto d’incontro F, delle medesime, sarà il centro d’istantanea 
rotazione, intorno cui dovrà ruotare il lato DM, nel momento che si 
considera. Analogamente, prendiamo un’altra posizione qualunque del 
sopradetto parallelogramma articolato, ad es. : quando il punto E 
dell’epiciclo va a coincidere col suo corrispondente E' del deferente, 
per cui ne risulta il parallelogramma A B' M f D'. Anche per questa 
seconda posizione otterremo nello stesso modo un altro centro d istan¬ 
tanea rotazione F’, attorno cui dovrà ruotare il lato IF M\ nel nuovo 
istante considerato. E dicasi lo stesso, per tutte le altre posizioni 
prese dal parallelogramma. 11 luogo geometrico di tutti i menzionati 

centri d’istantanea rotazione, come F, F\.è un circolo di 

centro A, e di raggio AF. 

Infatti dalla simiglianza dei triangoli BUM, ed AGI, si ricava: 


da cui 


BC AG 
BM _ AF 


AF = 


AC X BM 
" BC - 


(!)• 


Dunque AF è costante; e però il luogo geometrico 


di F, come 
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si ò detto, è un circolo. Questo circolo costituisce la linea fissa, nel 
moto del lato D M, del menzionato parallelogramma. Vediamo quale 
ne sia la rotolante. 

196. Riferiremo la linea rotolante alla posizione iniziale DM. 
Per trovare il punto della rotolante, che corrisponde al predetto 
centro d’istantanea rotazione F', e che denoteremo con <p, dobbiamo, 
come è noto, trasportare il triangolo D' M' F', in modo, che il lato 
D'M' venga nella posizione iniziale D M. Allora la posizione del terzo 
vertice F', viene a coincidere col corrispondente 9 . Per cui si avrà : 

D cp = D' F'. 

Ma 

D'F' = AF' + AD' = AF + AIJ. 

Dunque: 

Dcp = AF + AD = DF.(2). 

Come abbiamo veduto testé, A F è costante, ed AD = RM è 
pure costante. Dunque ne segue, che Dtp è costante. Quindi la linea 
rotolante è un circolo, di centro D, e di raggio DF. 

Otteniamo così una seconda coppia di circoli, cioè FF'...., Ftp., 

mediante i quali si può generare la stessa ciclica, descritta dalla 
prima coppia considerata. 11 deferente della seconda coppia è il cir¬ 
colo di centro 4 ) e di raggio AF, dato dalla forinola ( 1 ); e l’epi¬ 
ciclo è il circolo di centro D, e di raggio DF, dato dalla forinola (2). 

Così resta dimostrata la duplice generazione delle cicliche. 

Giova notare che i due deferenti hanno lo stesso centro comune 
fisso A. 

197. Indichiamo con r ed r\ i raggi AC, BC, del deferente, 
e dell’epiciclo, della prima coppia di circoli ; con p, ed p', i raggi 
A F, D F, del deferente e dell’epiciclo della seconda coppia di cir¬ 
coli ; finalmente con a, la distanza costante B M, del punto genera¬ 
tore, al centro del primo epiciclo. 

Sostituendo queste notazioni nelle formole (1) e (2), si ottiene: 


r 

p — a . — . . 
r 

. . . (3). 

r + »•' 

= «• ^ • • 

• • • (4). 


Dividendo la (4) per la (3) si ha la relazione: 
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la quale dà il rapporto dei raggi della seconda coppia di circoli, in 
funzione del rapporto dei raggi della prima coppia, e che come si 
vede, è affatto indipendente dalla posizione del punto generatore. 
Questa relazione può anche dedursi dai triangoli simili : FDM, FAC. 

198 . Abbiamo supposto nella Fig. 127, che l’epiciclo rotolasse 
esteriormente al deferente. Se al contrario, l’epiciclo rotola interna¬ 
mente al deferente, ripetendo il precedente ragionamento, si perviene 
allo stesso risultato. Mantenendo cioè alle lettere della Fig. 128, lo 
stesso significato di prima, come nella Fig. 127, si trova che la se¬ 
conda coppia di circoli si compone : del deferente di centro A, e di 
raggio AF; dell’epiciclo di centro D, e di raggio DF. 11 nuovo epi¬ 
ciclo rotola nell’interno del nuovo deferente. 

Inoltre conservando le medesime notazioni usate prima, si ricava 
dalla figura: 

P = « • .(6) 

r — r f 

P' = a .~~—.(7). 

Dividendo l’ultima per la penultima, si ha: 



Questa forinola poteva ottenersi direttamente dalla precedente (5), 
ponendo — r', in luogo di r'; od anche dalla figura. 

Si ha dunque in generale il teorema seguente : 

Ogni ciclica può essere generata mediante due coppie diverse di cir¬ 
coli. I due deferenti hanno lo stesso centro comune fisso. La congiun¬ 
gente del punto generatore , col centro di uno dei due epicicli , è uguale 
e parallela alla congiungente del centro fisso , col centro dell'altro epi¬ 
ciclo. Di guisa che, i centri dei due epicicli sono i vertici opposti 
di un parallelogramma, di cui gli altri vertici opposti sono: il centro 
comune dei due deferenti, ed il punto generatore. 

Nel caso del rotolamento esterno (Fig. 127), in una coppia di cir¬ 
coli, questi sono situati in parti opposte, rispetto alla loro tangente 
comune; nell’altra coppia di circoli invece, essi sono situati dalla 
stessa parte, rispetto alla loro tangente comune. 

Nel caso del rotolamento interno (Fig. 128), tanto nell’una, come 
nell’altra coppia di circoli, questi sono sempre situati dalla stessa 
parte, rispetto alla loro tangente comune, e precisamente dalla parte 
dei deferenti. 
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199 . Data la coppia di circoli corrispondente ad un modo di 
generazione della ciclica, si può determinare facilmente la coppia di 
circoli dell’altro modo di generazione. 

Sieno: A, B (Fig. 127, 128) i centri del deferente e dell’epiciclo ; 
0 il loro punto di attuale contatto; M il punto generatore della 
ciclica. 

Si unisca B con M, e si compia il parallelogramma ABMD. 
Sarà D, il centro del cercato epiciclo. Il punto di attuale contatto 
della nuova coppia di circoli, sarà nell’incontro della normale MC, 
colla AD, cioè in F. Dunque il circolo descritto col centro A, e col 
raggio A F, sarà il nuovo deferente ; ed il circolo di centro D, e di 
raggio DF, sarà il nuovo epiciclo. 

Supponendo invariata la data coppia di circoli, ad ogni altro punto 
generatore corrisponderà evidentemente un’altra coppia di circoli, 
diversa dalla precedente. 

200 . Se il punto generatore si trova sulla linea dei centri della 
data coppia di circoli, come ad esempio in M (Fig. 129), nella quale 
supponiamo che si abbia rotolamento esterno, il centro del nuovo epi¬ 
ciclo sarà anch’esso sulla linea dei centri in D, per modo che sia 
BM = AD. Infatti, in tal caso, i lati del predetto parallelogramma 
vengono a coincidale insieme sulla retta AB. Per la determinazione 
del punto di attuale contatto fra i due nuovi circoli, non si può ap¬ 
plicare la costruzione predetta, perchè la normale MC coincide colla 
retta AD. 

E però convien ricorrere alla formola (3), che dà il valore del raggio 
del nuovo deferente, cioè : p = a Da questa si ricava la propor- 

zione : — =—, dalla quale si può dedurre con facile costruzione, 

il raggio del nuovo deferente. Con questo raggio, fatto centro in A, 
si descriva il circolo, che sarà il nuovo deferente. 

Il raggio del nuovo epiciclo è 

p' = p -I -a. 

Dunque, fatto centro in D, con questo raggio, si descriva il cir¬ 
colo, che sarà il nuovo epiciclo. 

11 punto di attuale contatto della seconda coppia di circoli, cioè F, 
deve trovarsi anch’esso sulla linea dei centri, perchè la normale MC, 
deve passare per F. 

Da ciò si raccoglie, che quando il punto generatore è sulla linea 
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dei centri della prima coppia di circoli, anche i centri della seconda 
coppia, compreso il loro punto di attuale contatto, debbono trovarsi 
sulla stessa linea dei centri. Analogamente si procede nel caso del 
rotolamento interno. 

201. Se in un modo di generazione, il punto generatore della 
ciclica si trova entro l’epiciclo, nell’altro modo di generazione, esso 
è al di fuori dell’epiciclo, e reciprocamente. Consideriamo prima il 
rotolamento esterno. 

Supponiamo che il punto generatore della ciclica si trovi nell’in- 
terno dell’epiciclo del primo modo di generazione, come M nella 
Fig. 127. La distanza del punto generatore M al centro L> dell’epi¬ 
ciclo del secondo modo di generazione, sarà : 

M D = r -+- r'. 

Ma il raggio di questo epiciclo, per la formola (4) è: 


Siccome per ipotesi, a < r', ne risulta : 

M D > p'. 

Dunque M è esterno al secondo epiciclo. 

Reciprocamente, se M fosse al di fuori del primo epiciclo, sarebbe 
a > r\ e ne conseguirebbe MD < p'. Dunque M troverebbesi entro 
il secondo epiciclo. 

Lo stesso accade nel rotolamento interno. Il punto M (Fig. 128), 
è interno all’epiciclo del primo modo di generazione, quindi a < r'. 
Si ha : 

MD = r — r'. 

Ma per la formola (7) 


ne consegue: MD > p'. Per cui il punto M è al di fuori del secondo 
epiciclo. 

Reciprocamente, se M fosse al di fuori del primo epiciclo, sarebbe 
a>r\ Quindi per la formola (7): MD < p'. Dunque il punto M si 
troverebbe entro il secondo epiciclo. 

Così resta completamente dimostrato l’asserto. 

202. Quando il punto generatore si trova sull’epiciclo di un 
modo di generazione, esso trovasi anche sull’epiciclo dell’altro modo 
di generazione, ed i due deferenti, in tal caso coincidono. 
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Consideriamo il rotolamento esterno. 

Sia M (Fig. ISO), il punto generatore situato sul primo epiciclo. 
Sarà D il centro del secondo epiciclo, ed F il punto di attuale con¬ 
tatto di questo, col secondo deferente. Ora il punto F si trova sul 
primo deferente. 

Infatti essendo il triangolo CBM isoscele, risulta pure isoscele il 
triangolo FCA; e per conseguenza: AC uguale ad AF. Dunque in 
tal caso due deferenti coincidono. Di più il secondo epiciclo deve 
passare per M, poiché il triangolo MDF è pure isoscele : dunque 

DM = DF. 

Si può confermare questo risultato anche colle forinole precedenti. 
Infatti, quando il punto generatore è situato sul primo epiciclo, 
essendo a = r', la forinola (3) dà p — r. 

Cioè il secondo deferente coincide col primo. Di più, per la (4) si 
ha in tal caso 

P' = r + r'. 

Dunque il raggio del secondo epiciclo è uguale alla somma dei raggi 
della prima coppia di circoli, ossia 

D F = D M. 

Lo stesso accade per il rotolamento interno, come si dimostra in 
modo analogo. 

203 . Nel caso particolare in cui il punto generatore si trova 
in C (Fig. 131), nella quale si ha rotolamento esterno, il centro D 
del secondo epiciclo viene sulla linea dei centri in modo che sia : 
AD = BC. Il raggio di questo epiciclo è : 

DC = r + r>. 

Nella stessa ipotesi, pel rotolamento interno, il centro del secondo 
epiciclo, come apparisce dalla Fig. 132, si trova sulla linea dei centri 
in D, per modo che sia AD = BC; ed il raggio di questo epiciclo è 

DC = r — r'. 

204 . La scoperta della duplice generazione delle cicliche ha 
fatto rilevare i difetti della classificazione di queste curve, adottata 
dagli antichi autori. Abbiamo già notato che la denominazione di 
pericicloide è inutile allatto, essendo essa una vera epicicloide, come 
apparisce da ciò che si disse nel numero precedente. Inoltre le deno¬ 
minazioni : epicicloide allungata, od accorciata; ipicicloide allungata. 
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od accorciata, sono improprie, perchè, se in un modo di'generazione 
una di queste curve è, ad es., allungata, nell’altro modo essa risulta 
accorciata; e reciprocamente. Per fare una classificazione razionale 
delle cicliche, è d’uopo sopratutto badare alla forma speciale che 
esse presentano. Questa forma dipende principalmente dalla posizione 
che il punto generatore ha, rispetto all’epiciclo, al deferente ed al 
circolo delle inflessioni. Perciò proponiamo la seguente nuova clas¬ 
sificazione: 

Siccome tutti i punti di una circonferenza qualunque concentrica 
all’epiciclo, generano cicliche congruenti, basterà considerare sopra 
ciascuna di quelle circonferenze concentriche un solo punto generatore. 
Supporremo che il punto generatore si trovi sempre sulla retta che 
unisce i centri del deferente e dell’epiciclo. Con ciò si semplifica 
l’esame delle varie cicliche, perchè sono ridotte a quelle solamente 
che vengono generate dai punti di una retta, invariabilmente con¬ 
giunta coll’epiciclo. I punti di questa rotta generano tutte le diffe¬ 
renti cicliche che possono esistere con un dato deferente ed un dato 
epiciclo. Anzi basta considerare solamente la metà di questa retta, 
estesa dal centro dell’epiciclo all’infinito. Incomincieremo il nostro 
esame dalle epitrocoidi. 

205. Sieno A, B (Figg. 133 e 134) i centri del deferente e del¬ 
l’epiciclo; C il loro punto di attuale contatto. Nella prima figura 
assumiamo i due circoli in parti opposte; nella seconda, dalla stessa 
parte. Se il punto generatore si trova in C, oppure in un punto qua¬ 
lunque dell’epiciclo, sappiamo già che esso descrive una epicicloide, 
che presenta sempre delle cuspidi. 

Per trovare il luogo di tutti quei punti che descrivono epitrocoidi, 
dotate di punti d’inflessione, si tracci il circolo delle inflessioni CI. 
È manifesto che tutti i punti situati sul diametro CI di questo cir¬ 
colo generano epitrocoidi aventi punti d’inflessione. Poiché nell’istante 
che si considera, tutti i punti situati sul circolo delle inflessioni descri¬ 
vono epitrocoidi dotate dei punti di inflessione, dunque lo stesso deve 
aver luogo per i punti situati sul diametro CI. Noi abbiamo trac¬ 
ciato, ad esempio, nelle nostre figure la epitrocoide MM' generata dal 
punto M, compreso fra i due punti C, I, per cui essa deve avere 
punti d'inflessione. A motivo della forma di queste epitrocoidi, le 
chiameremo epitrocoidi ondulate. 

Denomineremo circonferenza polare la circonferenza concentrica 
all’epiciclo e passante pel polo d’inflessione I, e zona d'inflessione 



— 125 — 


la corona compresa fra l’epiciclo e la circonferenza polare. Di guisa 
che possiamo dire che tutti i punti situati nella zona d’inflessione 
descrivono epitrocoidi ondulate. 

206 . Se il punto generatore viene a coincidere col polo d’in¬ 
flessione I, l’epitrocoide da esso descritta non presenta più punti di 
inflessione. Questa particolare epitrocoide ha colla tangente nel polo 
d’inflessione un contatto di 3° ordine (num. 170). Essa presenta quindi 
punti di schiacciamento. 

Noi la chiameremo epitrocoide polare. Essa è rappresentata nelle 
nostre figure in II'. In generale, tutti i punti situati nella circonfe¬ 
renza polare generano epitroidi polari, uguali fra di loro. 

207 . Se il punto generatore si allontana continuamente dalla 
circonferenza polare al di fuori della zona di inflessione, le corrispon¬ 
denti epitrocoidi non possono avere nè punti d’inflessione, nè punti 
di schiacciamento, ma assumono sempre più una forma convessa, che 
al limite diviene un circolo concentrico al deferente: nella prima 
Figura, di raggio AB; nella seconda di raggio infinito. 

Per questa ragione noi le chiameremo : epitrocoidi convesse. Nelle 
Figure 133 e 134 veggonsi segnato le epitrocoidi convesse NN', de¬ 
scritte dal punto N. Chiameremo: regione dei punti convessi lo spazio 
che trovasi al di fuori della zona d’inflessione, oltrepassata la circon¬ 
ferenza polare. 

Per tanto possiamo dire: Tutti i punti situati nella regione dei 
punti convessi, descrivono epitrocoidi convesse. 

208 . Finalmente se il punto generatore si allontana dall’epiciclo, 
al di fuori della zona d’inflessione, le epitrocoidi presentano dei nodi. 
Queste si chiameranno perciò: epitrocoidi nodate. 

Abbiamo segnata nelle figure 133, 134, la epitrocoide nodata PP' 
descritta dal punto P. 

Diremo: regione dei nodi lo spazio che trovasi al di fuori della 
zona d’inflessione, oltrepassato l’epiciclo. 

Quindi: tutti i punti situati nella regione dei nodi, descrivono 
epitrocoidi nodate. 

In particolare, se il punto generatore viene a coincidere col centro A 
del deferente, la epitrocoide dicesi, per la forma che essa presenta: 
stellata. 

Dunque : tutti i punti situati sulla circonferenza, descritta col centro 
in B e col raggio in BA, descrivono epitrocoidi stellate, uguali fra 
di loro. 
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209. Nello stesso modo classificheremo le ipotrocoidi. Sieno A, B 
(Figg. 135 e 136) i centri del deferente e dell’epiciclo; C il loro 
punto di attuale contatto. Nella prima di queste figure, il diametro 
dell'epiciclo è minore del raggio del deferente; nella seconda, il dia¬ 
metro dell’epiciclo è maggiore del raggio del deferente. 

1 punti generatori situati sull’epiciclo descrivono ipocicloidi uguali, 
dotate di cuspidi. 

Costi uiscasi il circolo delle inflessioni CI. Nella prima figura 
esso cade internamente all’epiciclo; nella seconda esternamente. 

Nell’istante attuale tutti i punti situati sul circolo delle infles¬ 
sioni descrivono ipotrocoidi, dotate di punti di inflessione. E però, 
tutti i punti compresi nella zona limitata fra l’epiciclo e la circon¬ 
ferenza polare, che diremo anche qui zona d’inflessione, generano ipo¬ 
trocoidi dotate di punti d'inflessione, e che chiameremo perciò ipo¬ 
trocoidi ondulate. Nelle nostre due figure abbiamo segnate quelle 
descritte dal punto M, cioè: MM'. 

Quando il punto generatore va in un punto qualunque della cir¬ 
conferenza polare, come, ad esempio S, si hanno le ipotrocoidi po¬ 
lari SS', dotate di punti di schiacciamento. 

Quando il punto generatore si allontana dalla circonferenza polare 
al di fuori della zona d’inflessione, come, ad es., N, si ottengono le 
ipotrocoidi convesse. 

Quando finalmente il punto generatore si allontana dall’epiciclo, 
al di fuori della zona d’inflessione, come ad es. P, si hanno lo ipo¬ 
trocoidi nodale , come PP. Esse diconsi stellate nel caso particolare 
in cui il punto generatore si trova sulla circonferenza descritta col 
centro in B e col raggio BA. 

210. Kiepilogando, diremo: 

Le cicliche sono: ondulate, convesse, nodate, secondo che il punto 
generatore trovasi entro la zona d'inflessione, oppure al di fuori di 
essa dalla parte della circonferenza polare, ossia regione dei punti 
convessi, o dalla parte dell’epiciclo, cioè regione dei nodi. Nel pas¬ 
saggio dalle cicliche ondulate alle convesse vi hanno le cicliche po¬ 
lari, i cui punti generatori si trovano sulla circonferenza polare. E 
nel passaggio dalle cicliche ondulate alle nodate vi hanno le epi od 
ipocicloidi, che potrebbero anche chiamarsi cicliche cuspidate, i cui 
punti generatori si trovano sull’epiciclo. 

Li guisa che, dato il deferente, l’epiciclo ed il punto generatore, 
basta tracciare la circonferenza polare per giudicare immediatamente 
di quale specie sarà la ciclica descritta da quel punto. 
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211. Nella classificazione generale predetta, noi abbiamo supposto 
che il rapporto fra i raggi del deferente e dell’epiciclo fosse qua¬ 
lunque. Ora, se quel rapporto ha un determinato valore, si ottengono 
delle cicliche particolari, che conservano però sempre i caratteri sopra 
indicati. Così, quando si ha rotolamento esterno, e che il detto rapporto: 



le cicliche diventano lumache di Pascal. Infatti, nel secondo modo 
di generazione il rapporto dei raggi della seconda coppia di circoli, 
per la relazione (5), è: 

— = 1 + 1 = 2 . 
p 

Ossia il raggio dell’epiciclo è doppio del raggio del deferente, che 
è la condizione per la generazione deliri lumache. Queste sono ondu¬ 
late, convesse o nodate, a seconda della posizione del punto genera¬ 
tore, come risulta dal numero precedente. 

212. Nel caso particolare in cui r' = co, ossia quando l’epiciclo 
si riduce ad una retta, un punto qualunque connesso con tale retta, 
allorché questa rotola sul deferente, genera una iperevolvente. 

Anche per la classificazione delle iperevolventi, avremo riguardo 
alla collocazione del punto generatore, rispetto alla zona d’inflessione. 
La quale in tal caso si riduce allo strato compreso fra la retta epi¬ 
ciclo CD (Fig. 137) e la parallela IH alla medesima, condotta pel 
polo d’inflessione I, che rappresenta la circonferenza polare. 

lutti i punti situati nello strato d’inflessione generano le ipere¬ 
volventi ondulate. 

Così il punto M descrive la iperevolvente ondulata MM\ che vedesi 
segnata nella nostra figura. 

Il punto generatorè coincidente col polo d’inflessione 1 descrive la 
iperevolvente polare II'. Tutti i punti situati nella retta IH generano 
pure iperevolventi polari, uguali fra di loro. 

Se il punto generatore si allontana dalla retta IH al di fuori dello 
sfiato d inflessione, si hanno lo iperevolventi convesse , di cui se ne 
vede sognata una nella nostra figura, generata dal punto N. 

Se il punto generatore si allontana dalla retta epiciclo CD, al di 
fumi dello strato d inflessione, si hanno le iperevolventi nodate. Nella 
nostra figura abbiamo segnate quelle descritte dai punti: P, A, 11. 

213. La iperevolvente nodata descritta dal punto A è una spi- 
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rale d’Archimede. Per cui tutti i punti della retta condotta da A, 
parallelamente alla CD, generano pure spirali d’Archimede uguali 
fra loro. 

Infatti prendiamo il punto generatore N (Fig. 138) ad una di¬ 
stanza NM dalla retta epiciclo CD, uguale al raggio AC del deferente. 
Mentre la CM rotola sul deferente passando nelle posizioni C'M', 
C"M", C"'M"'..., il punto M descrive la evolvente: ed 

il punto N descrive la trajettoria: NN'N"N'"... Supponiamo uguali 
tutti gli angoli: C AC'; C'AC"; C"AC"'...; allora saranno pure uguali 
gli angoli: NAN'; N'AN"; N"AN"'... Inoltre i raggi vettori: AN', 
AN", AN'"... aumentano successivamente di segmenti uguali all’arco 
costante CC'. 

Dunque la trajettoria del punto N è una spirale d’Archimede. 
Concludiamo da ciò che ogni punto della retta parallela alla retta 
epiciclo e passante pel centro del deferente, genera una spirale d’Ar¬ 
chimede. 

214. Nel caso particolare in cui r = oo, ossia quando il defe¬ 
rente si riduce ad una retta, le cicliche divengono trocoidi. In tal 
caso, il diametro del circolo delle inflessioni è uguale al raggio del¬ 
l’epiciclo, per cui il polo d’inflessione cade nel centro dell’epiciclo. 
Dunque sparisce la regione dei punti convessi. Perciò tutti i punti 
generatori situati entro l’epiciclo descrivono trocoidi ondulate. Così, 
ad es., il punto M (Fig. 139) descrive la trocoide ondulata MM\ 

11 polo d’inflessione I descrive la trocoide polare, che in questo 
caso si riduce alla retta II', parallela al deferente. 

Tutti i punti generatori situati al di fuori dell’epiciclo descrivono 
trocoidi nodate. Nella nostra figura abbiamo segnata quella descritta 
dal punto N. 


Capitolo Vili. 

Delle inviluppanti nel moto piano. 

è 

215. Nel moto piano di un sistema invariabile, ogni sua linea 
piana, parallela al piano fisso, inviluppa un’altra linea piana, che chia¬ 
masi la inviluppante di quella linea. Quest’ultima dicesi la invilup¬ 
pata. Conoscendo la legge del moto, potremo determinare la invilup- 
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pante, fissando due punti sulla inviluppata, e costruendo le trajettorie 
di questi due punti. Così potremo avere quante posizioni della invi¬ 
luppata si vorranno, e quindi otterremo anche la inviluppante. 

Sieno: OH e DCE (Fig. 145) le due linee fissa e rotolante, cor¬ 
rispondenti alla data legge del moto; I)E la inviluppata connessa 
colla rotolante. Nel rotolamento della DCE sulla CH i due punti 
D, E passano rispettivamente nelle porzioni D', E'; D", E"... Quindi 
la inviluppata prenderà le successive posizioni; D'E', D"E",... Talché 
la linea FG, tangente a tutte le posizioni della inviluppata, sarà la 
inviluppante. 

216. Il punto di contatto della inviluppala colla inviluppante 
si trova nel piede della normale alla inviluppata, condotta pel centro 
d’istantanea rotazione corrispondente. 

Sieno AH, A'B' (Fig. 140) due posizioni consecutive della curva 
mobile, ossia inviluppata; M'un loro punto d’incontro, che conside¬ 
riamo come appartenente ad A'B'; M il punto corrispondente ad M' 
nella prima posizione AB della inviluppata. Nel passaggio della AB 
in A B il punto M passerà in M'. Perciò la perpendicolare alla 
M M' condotta dal suo punto di mezzo passerà pel centro d’istantanea 
rotazione corrispondente C. Ma al limite, questi due punti M, M' ven¬ 
gono a confondersi in un solo punto, che è il punto di contatto della 
inviluppata colla inviluppante. Dunque quella perpendicolare diviene 
la normale comune alle dette linee nel loro punto di contatto. 

La stessa normale deve anche passare pel centro d'istantanea rota¬ 
zione corrispondente. Così che resta dimostrato il teorema enunciato. 

217. I ìoponiamoci di determinare il centro di curvatura in un 
punto qualunque della inviluppante. 

Data la legge del moto della inviluppata, potremo sempre deter¬ 
minare le due linee fissa e rotolante. Sieno adunque CF e CE (Fi¬ 
gura 141) queste due linee; C il loro punto di attuale contatto; ed 
A, B i loro centri di curvatura nel punto C. Sia inoltre DE l’at¬ 
tuale posizione della inviluppata, connessa invariabilmente colla roto¬ 
lante, ed M il suo centro di curvatura. Pel teorema precedente, il 
piede della normale condotta da C alla inviluppata DE, ossia il 
punto I della retta CM, sarà il punto di contatto della inviluppante 
colla inviluppata, e CPsarà la normale .alla inviluppante stessa nel 
punto P. 

Detei miniamo la normale alla inviluppante, in un punto infinita¬ 
mente vicino a P. 


Tessa ni, Cinematica. 


9 
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A tale uopo facciamo rotolare il sistema, sinché il punto f' della 
rotolante viene a coincidere col corrispondente C' della fìssa, e sup¬ 
poniamo che i punti y'. C f sieno infinitamente vicini a C. È evidente 
che per un istante infinitamente piccolo, in luogo della inviluppata 
possiamo prendere il suo circolo osculatore nel punto P. 

Per l’avvenuto spostamento del sistema, il centro di curvatura M 
passerà in M'; la retta y'M sarà venuta in C'M', e la inviluppata 
DE in D'E'. Ora pel precedente teorema, il nuovo punto di contatto 
della inviluppante colla inviluppata D' E f sarà nel piede della nor- . 
male C' M', ossia Q ; e la 0' Q sarà la normale alla inviluppante nel 
detto punto di contatto Q. 

Essendo per ipotesi^ le normali CP, C’Q infinitamente vicine, il 
loro punto d’incontro 0* sarà il centro di curvatura della inviluppante 
nel punto P. 

218. Paragonando la Fig. 141 colla Fig. 100, si ricava il teorema: 

Il centro di curvatura della inviluppante nel punto di contatto 
colla inviluppata coincide col centro di curvatura della trajettona 
descritta dal centro di curvatura della inviluppata. 

Segue da ciò che il centro di curvatura della inviluppante può 
ottenersi colla costruzione di Savary, indicata al num. 155. Per cui, 
mantenendo le stesse notazioni che abbiamo adottate nel num. 154, 
sussisterà anche qui la f’ormola d’Euler: 



Indicando con p il raggio di curvatura OP della inviluppante; con 
p' il raggio di curvatura MP della inviluppata, e con n la distanza 
CP, la precedente formola diviene: 



Dalla quale possiamo ricavare il valore del raggio di curvatura della 
inviluppante. 

219. Supponiamo che il centro di curvatura della inviluppata 
si trovi sul circolo delle inflessioni. Pel teorema precedente il centro 
di curvatura della inviluppante sarà a distanza infinita, quindi essa 
presenterà nel corrispondente punto di contatto un punto d’inflessione. 

Dunque si ha il teorema di Schònflies (1): 


(1) Geometrie der Bevegung, pag. 43. 
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Se il centro di curvatura della inviluppata cade sul circolo delle 
inflessioni , la inviluppante presenta nel corrispondente punto di con¬ 
tatto un punto d’inflessione. 

220. Si dovrebbe ora passare all’esame speciale delle invilup¬ 
panti di date linee, ma di ciò si tratterò altrove, di mano in mano 
che se ne presenterà il bisogno. Qui ci limiteremo a dire qualche 
parola sulle inviluppanti delie rette. 

Prendiamo per inviluppata una retta qualunque, come, ad es., DE 
(fig. 142). 11 piede della normale CP alla DE sarà il punto di at¬ 
tuale contatto colla inviluppante. 

Per determinare il centro di curvatura della'inviluppante nel 
punto P, applicheremo la costruzione di Savary. 

Siccome il centro di curvatura della inviluppata trovasi a distanza 
infinita nella direzione CP, condurremo da B la BN, parallela a CP, 
sino all’incontro N della CN, perpendicolare a CP. La congiungente 
AN interseca la normale CP nel punto 0; dunque 0 sarà il doman¬ 
dato centro di curvatura della inviluppante. 

Pel teorema enunciato al num. 218, il punto 0 si trova sul cir¬ 
colo dei centri (num. 175). Esso è rappresentato nella nostra figura 
in COH. 

Se noi consideriamo tutte le rette del sistema piano, i centri di 
curvatura di tutte le loro inviluppanti nel punto di attuale contatto 
sono situati sul detto circolo dei centri. E però abbiamo il teorema : 

Il luogo geometrico dei centri di curvatura delle inviluppanti le 
rette del sistema nei punti di attuale contatto , in ogni istante , è il 
circolo dei centri. 

221. Per ottenere il valore del raggio di curvatura della invi¬ 
luppante, nel caso particolare che la inviluppata sia una retta, basta 
porre nella (1), p' = oo, ed allora essa diviene: 

cos a 

p = »-4--j-j-. 

r r 1 

Introducendo il diametro D del circolo delle inflessioni, essa prende 
la forma più semplice: 

p = n D . cos a.(2). 

Quando p si annulla, la inviluppante presenta una cuspide. E perchè 
ciò avvenga, è d’uopo che per la relazione (2) sia soddisfatta la con¬ 
dizione: 


n -4- D cos a = 0. 




Ogniqualvolta tale condizione sarà, verificata, cioè quando si avrà: 
n = — D cos a.(3), 

la inviluppante presenterà una cuspide. Dalla ultima equazione si 
scorge die la detta cuspide è situata sul circolo dei centri. E però il 
luogo geometrico di tutti codesti punti cuspidali è il circolo dei centri. 

Tale circolo dicesi anche, per questa ragione, il circolo delle cu¬ 
spidi. 11 punto H del medesimo, diametralmente opposto a C, dicesi 
polo delle cuspidi. 

Da ciò consegue il teorema: 

L'inviluppante di ogni retta,passante pel polo delle cuspidi, pre¬ 
senta una cuspide situata nel secondo punto d'incontro di questa 
retta col circolo delle cuspidi. 

222. Illustreremo questo fatto con un esempio. 

Prenderemo come linee fissa e rotolante i due circoli di centri A,H 

(Pig. 143) tangenti in C. 

Costruiscasi il circolo delle cuspidi CH. 

Assumiamo come inviluppata una retta qualunque passante pel 
polo delle cuspidi H, come ad es. DH. L’epiciclo, rotolando sul de¬ 
ferente pel verso negativo, porta la retta DH nelle posizioni .succes¬ 
sive: D'H', D", H", D"'H'"...; le quali inviluppano la linea OF. 
Doto laudo invece pel verso positivo, la retta DII passa nelle posi¬ 
zioni: D,H,, D;,H 2 , D 3 H 3 ..., le quali inviluppano la linea OG. Dal 
che si vede che la inviluppante delle posizioni della DH presenta 
in 0 un punto cuspidale, e che esso trovasi necessariamente sul cir¬ 
colo delle cuspidi. 

223. Se un triangolo si muove, mantenendo due dei suoi lati 
continuamente tangenti a due circoli direttori, il terzo lato inviluppa 
un altro circolo, il cui centro si trova sopra la linea fìssa corri¬ 
spondente, la quale è pure un circolo. 

Sia ABC (Fig. 144) il dato triangolo. I due lati AB ed AC di 
esso si mantengono tangenti ai due dati circoli direttori FL, GM. 
Conducansi dai centri F, G dei medesimi le parallele ai lati AB, 
A C, cioè F P, G P, che s’incontrano nel punto P. L’ angolo F P G 
rimane costante, quindi nel definito movimento del triangolo, il punto P 
descrive la circonferenza FGP. Dal punto P conducasi la PQ paral¬ 
lela al terzo lato B C che incontra la detta circonferenza nel punto Q. 
L’angolo GPQ si mantiene costante, e però nel moto del triangolo 
la retta PQ dovrà passare costantemente per Q. 
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Ora la distanza Q N del punto Q al lato B C è invariabile, essendo 
uguale alla distanza del punto P dallo stesso lato BC. Dunque nel 
moto del triangolo il terzo lato B C deve trovarsi sempre alla stessa 
distanza dal punto Q. Per conseguenza esso lato inviluppa la circon¬ 
ferenza descritta col centro Q e col raggio QN. Conducendo dai centri 
F,G dei circoli direttori, le perpendicolari ai lati AB, AC, esse si 
incontrano in 0, che è il centro d’istantanea rotazione corrispondente 
alla posizione considerata. Ma questo punto 0 cade necessariamente 
sopra la predetta circonferenza FGP. Lo stesso dicasi per tutte le 
altre posizioni del triangolo. Dunque il luogo geometrico dei centri 
d’istantanea rotazione è lo stesso circolo FOGP. 11 centro Q deve 
trovarsi sopra questa circonferenza. 

Così resta dimostrato l’enunciato teorema, dovuto a Bobillier (1). 
Si noti ancoraché il punto di attuale contatto del lato BC, col cir¬ 
colo inviluppato da esso, si trova nel piede della normale condotta 
dal centro d’istantanea rotazione 0, al lato stesso. Dunque la retta 
Q N deve passare per 0. 

Il definito moto del triangolo è un moto antiellittico. Possiamo 
quindi enunciare il teorema in discorso anche nel modo seguente: 

Nel moto antiellittico una retta qualunque del sistema inviluppa 
un circolo , che ha il suo centro sul deferente, e per raggio la di¬ 
stanza di questo centro dalla retta medesima. 

224. Consideriamo ora il moto inverso di un moto piano qua¬ 
lunque. 

Nel moto diretto sieno: CH e CB (Fig. 145) le linee fissa e roto¬ 
lante; DE la inviluppata connessa colla rotolante, edFG la invilup¬ 
pante. Nel moto inverso la DE sarà l’inviluppante della FG, con¬ 
nessa colla rotolante CH. Poiché se supponiamo un osservatore fisso 
sulla C E, esso vedrà rototare la C H sulla C E e muoversi la F G. 
In questo moto la F G rimarrà continuamente tangente alla DE, e 
però questa risulterà la inviluppante delle successive posizioni prese 
della FG. 

Dunque se nel moto diretto una linea è l’inviluppante di un’altra, 
nel moto inverso questa è l’inviluppante di quella. 

Nel moto inverso il circolo delle cuspidi coincide col circolo delle 
inflessioni del moto diretto. 


(1) Loco citato, pag. 231). 
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